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ПРВДЮЛОВИЕ

В настоящее время ни у кого не вызывает сомнения необходи-

необходимость исследования и оценки различных погрешностей, возникаю-

возникающих при производстве вычислений» хотя ещё сравнительно недавно
- лет ЭЬ-4О тому наэад

- многие видные представители приклад-

прикладных наук считали, что в таком исследовании нет нуада и что лю-

любой вычислительный процесс надёжен» если он кажется таким. Сле-

Следует признак, что в прошлом эта наивная точка зрения была не

совсем безосновательной: до того, как в научный обиход вошли

современные вычислительные машины, доступными для реализации

били, как правило, только методы вычисдешй, дававиие грубые

приближения; такие метода гребовали небольшого объёма шчкеле-

ний, при котором не могло произойти катастрофических .-^числи-

.-^числительных погрешностей» Положение изменилось, когда электронные
вычислительные машины получили широкое распространение» Стало

возможным выполнение вкчислекий огромного объёма, но при атом

довольно скоро обнаружилось, что в ряде случаев результат вы-

вычислений становится совершенно недостоверный из-за накопления

погрешностей счета. Специалисты по вычислительной математике

в свое время обнаружили это явление и исоледовали частный, но

весьма важный вопрос о накоплении погрешностей округлания прь*
решении линейных алгебраических систем /Уилкинсон и др,/. В

своих работах, относящихся к началу 60-х годов, автор этих

отрок обратил внимание н: погрешности /ппогрр*пности искажения*1/

возникающие от неточной замены дашой задачи на более простую

приближенную задачу. G погрешностью искажения связано введен-
нов тогда же автором понятие устойчивости вычислительного про-
цесса» В последние годы ад*тэр занимался выявлением ясэх bos&io-

жных источников погрешностей и оценкой этих погрешностей; пред-
предлагаемая вниманию читателей |снига в основном содержи? рваульта-
uw этих исследований. Наряду с процессами, которые автор наем*

вает сьободными /в них результат любого шага не зависит от ре-
результатов ост;, гъных ыагов процесса/, исследованы тагжв рекур-

рекуррентные процессы» Много внимания уделоне ивлиней}пш вычиоли-

голыгш процессам, в частности, тем, которые возникала прв р*^
!хнии односторонних гариш'.ионньа задач.
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Нкже следует более подробное изложение содержания книги.

Сна содержит 9 глав» 8 главе I описан класс задач рычислитель-
кой математики, которые решаются так, что кавдая задача заменя-

заменяется последовательностью более простых задач /точнее, любой за-

задачей из этой последовательности/. Такая замена приводит к то- .

щ, чго в данной книге названо погрешностью аппроксимации
- это

некоторой функционал, огра*шягаамцкй погрешность от замены ден-

денной задачи ча болев простую. .Далее, данные приближенной задачи
на самок деле нам не заданы

- они нами вычисляются и притом,за

редкими исключениями, с некоторой погрешностью. Таким образом,
мы получаем приближенную задачу з искаженном виде; если иска-

искаженную задачу решить точно» то ш придем не к точному, а к ис-

искаженному решению приближенной задачи. Всё это приводит нас ко

второму виду погрешности, которую автор называет погрешностью
искажения. Как теорэтнческие рассулодения, так и тасленнне при-

примеры показывают, что погрешность искажения для решения может

быть очень велика, даже если погрешности данных приближенной
задачи мяиы.

Допустим, что мы умеем решать приближенную задачу, независи-

независимо от тога, дана она нам в точном или в искаженном виде. Это

значит, что нам известен некоторый алгоритм, на каждом шаге ко-

которого требуется выполнить конечное число < пераций, выполнение

KOto^tx нам. доступно.и после некоторого конечного числа шагов

этот алгоритм приводит /если упомянутые операции выполнены точ-

точно, без погрешности/ либо к точному решению искаженной прибли-

приближенной задачи, либо к элементу, который в том или ином смысле

близок к названному решению, причем эту близость можно оценить.

таким путем мы приходим к третьему виду погрешности - к погреш-

погрешности алгоритма.

Последняя - ^етвортая - погрешность есть погрешность округле

кия; она евязакг с тем, что пре;лисания упомянутого выше алго-

алгоритма выполняются не точно, а с ошибками округления.

В to? же главе I рассмотрены два примера: квадратурные фор-

формулы и системы лтгаейнь*: алгебраических уравлений с квадратной

матриьей и с неравным нулю определителем. Первой пример интере-
интересен тем, чт. для него существенна только Погрешность алпрокси-

мации; во втором щ.шоре ота погрешность отсутствует, хотя, на-

, пс методу Гаусса исходная задача заменяет?/, другей, бо-
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лее простой, Вообп^, в каядом конкретном случав *а или другая
из отмеченных выше четырех погрешностей может отсутствовать.

Главы П-У1 посвящены погрешностям линейных вычислительных

процессов. В главе П для ряда приближенных методов изучается

погрешность аппроксимации, в главе Ш - погрешность искажения*
в главе 1У - погрешности алгоритма и округления. Глава У содер-
содержит анализ погрешностей для метода конечных элементов, глава

У1 - для различных методов решения интегральных уравнений ,фрод»
гольмовских и сингулярных.

В главах УП-1Х изучаются погрешности нелинейных вычислитель*

ных процессов, В главе УП рассмотрены общие вопросы; получен*-
ные результаты применяются к методу Ритца /в чг "зтности, к мето-

методу коиечннх элементов/ для нелинейных задач. Подробно иссяедс-
зато нелинейные рекуррентные процессы, включая метод Ньютона -

Канторовича.
В главе УП1 рассмотрены приближенные решения одного класса

односторонних варизциснных задач. Исследованы погрешности апп-

аппроксимации и искажения; доказана устойчивость' точного решения

относительно малых возмуп^ений данных; ,цаны оценки возмущения
решения в зависимости от возмущений данных задачи.

Глава IX содержит приложения результатов главы УШ к задачам

упруго-пластического состояния, основанные ня теории Сен-Венана

- Мизеса и вариационном принципе Хаара
- Карм ла, В § I приве- 4

дены, для удобства ссылок, сенов7 ie факта теории Сен-Веиаьа -
.

Миэеса и принцип Хаара
- Кармана. В § 2 рассмотрена задача уп-

упруго-пластического кручения. Отмечены г^тдвствоиажв решения и*

эквивалентность принципа Хаара - Кармана сие ■•еме уравнений уп-

руго-плас?ичоокого крутения /все эти результаты получены <£ран-
цуэкими математиками шкелы Лкокса/, Далее, доказана устойчи-
устойчивость то-шого решение задачи относителгно мапы' возмущений
данных задачи - крутящэго момента и поперечного сечения стерж-

стержне; получены оценки погрешостей аплроксимации и иска* ,шя. В

§ 3 аналогичные результаты получены для плоской задачи упруго-

пластического состолштя; в частности, прь neKv горчх предположе-

ьиях доказана стст-тг^ллвнтиость пруН1пша Хаара - Карм.она и урав-

HSHHi! плоской зг х-'1*'* Ьнаиют^тне результата пг^я;-гены  4для
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И.Н.Гончарова провела все вычисления по одному из примеров

§ 4 главы Ш* В.К.Тюхтнн написал добавление к главе УШ9 в кото-

которое дм обзор ряда современных *абот, содержащих оцвшси погреш-

погрешности аппроксимации дяя решений довольно широкого класса вари-

вариационных неравенств» Автор рад выразить И,Н.Гончаровой и П.Б.

Ткас^ику свою сердв^^'ю олагодарнооть.

Ишь 198? г. С.Г.Мждош

Ленинград
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ГЛАВА I

Постановка проблемы

§ I. Задачн вычислительной математики. Вычислительные

процессы

1°. Весьма многие задачи вычислительной математики можно

подвести под следующую схему. Дэн некоторый объект | ; требует-

требуется определить другой объект х, удовлетворяющий двум требовани-
требованиям: I) 'Ъ принадлежит некоторому данному классу объектов X »

2) % находится в некотором данном соотношении Ъ с данным объ-

объектом | . Нашу задачу «окно записать так:

[хеХ , оиь}]. (i.i.i)

Объект X , удовлетворяющий условиям A.1Л), есть решение ношей

задачи,

Ь Д/сть требуется вычислить интеграл

где | - заданная функция. Б этом случае | « |(t)f X тЯ^ • а

соотношение Ъ означает, что X и | связаны уравнением

X=j'|(t)dt. A,1.2)

В несколько усложненном примере, когда требуется вычислить

лктеграл вида

где ф - множество в R , a J - параметр, i ггорый ыожет при-
принять любое знзчение яз некоторого множества it » | еоть функ-
функция двух точек i и t # X есть множеотзо всех функций, oib

г.еделенкых на Г2
,

а соотношение Ъ определяется равенством

(I.I.b).

2°. Пусть требуется решить систему линейных алгебраических
уравнений

Аа> = Ь , AЛ..4)

где X и Ь - ^-мепн"е векторы, Д - устрица порядка КхХ»

rt/^ть для простоты все числ? ъ цашей задаче - ^зщестреилие, то-

г"е | = & » X = R- » соотноп?ениг *0 определяемся ypaF-ениыи

(I.I.4).
к



- 8-

3. Рассмотрим смешанную задачу для волнового уравнения

Д - оператор Лапласа. Будем, например, иска^ решение этой

гадачи, принадлежащее соболевскочу классу Wp ([О,<*0хЛ). То-

ТоX W^ | J(t)
да, прдщ у у Wp ([О,0)

гда X « W^CtOtOo) х fll , | есть совокупность функций J(*,t),
УС*) * ч>B) * C0C*»t) » в соотношение Хг определяется сово-

совокупностью уравнений (I.I.5).
4. Цусть $(JX>) - функционал, определенный на некотором мно-

множестве X f и требуется найти элемент ССсХ , на когором |(х) до-

достигает минимума. В данном случае | -|(Х) $ а соотношение Ъ

можно записать так: если ОС^- решение нашей вариационной зада-

задачи, то Х*Т$ означает, что |(Ф*LftX) , VxeX , или, ес-

ЛЕ УГОДНО, ЧТО yj&^-ttWb jijSS).
3°. Как правило, задача (I.I.I) решаетоя приEлижояно. В

довольно широком классе случаев зто о&лачае? следующее. Каждому

натуральному IV приводятся з ооответстдае: объект |сп) ; класс

объектов Хп, ; оператор рл , отображаодий Х„, в X ; соотно-

соотношение Ъп # Зедача (I.I.I) заменяется люск>й задаче^ из последо-

к

г (tV) w in)

кв цре,дполагаем, что решение кеждой. задачи этой последовательно

сто не зависит от решений последующих задач, но может зависеть

от иредадущж:. Веля, tjj^ есть решение n-й задачи AЛ.6), то

элемент х^ * 9п^** рассматривается как пшбладенноь р&-
^эо!е эпцт (I.I.I).

Будем говортг>, 4vo задачи (I.I.G) аппроксимируют задачу
(I.I.I) " допустим, что бплрокоикирующие задачи (I.I.6) в *оч

лом смаслз ьроще, ^ем аппрокоимируемая ьадача A.1Л).Цро-
решезия ооследовательнооти задеч AЛ.6) назовем вычасли-

тедышк: процессом. Zгот процесс будем называть свободный, если

прж любом Ч гчреяае U* опрйделлеяся незавчсиао от значений

адамантов V* , К*п, и рекуррентным, есла 1% определчвтсл
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через 0^ ,
K<*V .

. Пример^ Будем вычислять интеграл <Ы.2) (пример I), на-

например Гпо формуле средних прямоугольников с п узлам:*. В |аком
случае |Ut>) еотъ совокупность п орданат Jtt^B точках tK---jj ,

К « 1,2, ...» м- ^ Хп« ^1 ' R* есть ^0ВДеслввНЙЫЙ оператор в

R, f & ее сношение K>|v определяется выбранной квадратурной ф

ад.-ой: „
жн

Вычислительный процесс A.1,7) -

ДРй-зр^б- L примере 2 положим &^1 - Б , гда I - едашич-

ная матрица в RK f к запишем уравкениз (I.I.4) в виде Х=Бх+

Восполъзуемся методом простои итерации : зададим какой-нибудь

вектор U^ и положим для любого натурального Н

В данном случае J- есть совокупность векторов 0 и у ,

- X = R», . P*I f соотношение \ онределяьч:ся-формулой
йстих

Ричиолительний Л')оцвсс A*1.9) - рзкурр&нтаий.

Пр/ведем еи^а некофорые примеры. К овооодним вьгшелительннм

процесса" пряЕод/п1 методы Ритца, Лубнова ™ Т&лершша, конечнкзг

элементов, разносг^шз методы, метод прямых, К ре^ррентннм т~

ада/шальным процессам
*

заводят различные ите.рапиошше

метод црос^ой итераций, реяакс&цион;ше методы, гро^лепг

хода, метод наискорейшего cnyci ., матод Ньютона -

4°. Пррдалгжии, что иддрокошйирующую ?а^д^у (!.!•&) кк

"умеем решат-11 пря л*юбом П , Под этим ин шнамаем следующве*0у
щеотвуеа1 da<5cp '"эдсюмв^аржа" ои@£ цкй, которае ш умеаг

нягь, л мы располагаем алгоритмом, которыГ. ггрй лвСса n
вь .олнеи: л конечного числа '*эле^еата.^ша1' ошрр- т
(если чгтл оае^ацам вццол};вак точно, Оез ис^шости) ;£нбг^ к

элемента r,W f pefBajaner-a зал«ч$ A.1.в), .л*0а
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недотороцу элементу Vifvy , который в том или ином смысле близок
к аайменту щ , причем степень этой близооти можно оценить*

йазумеетоя» мы предполагаем 1фи этом, что дяя рассматриваемых п

аплроколмлруолья задача разрешима.
Поясякм сказанное на примера* Пусть задаче AЛЛ) имеет

где А - положительно определенный оператор в некотором гиль-

гильбертовом пространстве Н »Ф и | - элементы этого проотранотьа,

иокомый и данный, Зслз к этой задаче применить какой-нибудь ра-

риам1/ методе Рктш (например, метод конечных элементов), то мы

прядем к аппроксимирующей линейной алгебраической задаче вида

где Ап- числовая матрица порщкаЛх^, t/ я / У- ^мер-
^мерные числовые векторы; JF- некоторая целочисленная функция отг*г.
Эта задача разрешима при любом Yv, Если для ее решения ^оопаль-

зеваться алгоритмом Гаусса, то через конечное число шагоз мы

придем к точное решению il^n'; если же воопсхиьаоватьоя» Haipi-

мзрг алгоритмом просто.1 «ггерадеш (для этого задачу A.1*11) на-

до щ)вдварательно подвергнуть некоторое элементарному дрообра-
зоввнию), то в ^зоудьтате конечного числа шагов мы получим не-

который вектор tfWl* , бдискш'1 к вектору tf^w) • Наоор элемен-

элементарных операпий, о котором говорилось выше, в обоих случаях со-

содержит арифметические действия; в случае метода Гаусса в этот

набор входит эще определение наибольшего чиа^ из заданного ко-

конечного множества чисел.

Б°. Дяя приложений наиболее интересен случай, коглд X и Хп
суть банахога щюстранс ва. Предположим, еще, что | и ^такжа
суть алэментн некоторых банаховых пространств У и Уп соответ-

соответственно. Эти предположения ма сохраним на протяжения всей книги.

§ 2. Источники погрешностей.

1°« Если задача МЛЛ) решается каким- гшбудь методом, под-

подходящим под ~хему § I, то, как кажется автору, речь может идти

о четырех возможных источниках погрешностей. При этом мы счита-

считаем, :о задача AЛЛ) поставчена точно. Тем самым мы пренебре-
пренебрегал* возжтаыми погрешностями, связанными с постановкой упомя-

упомянутой годачи как зэдачи естествознания или социально-научных
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дисоагашя (погрешности измерения, недостаточно, точности основ-

основных гипотез ит«п.). 13о мнению автора, устранение или хотя ок

уменьшение подобных погрешностей лежат вне пределов действия

методов, и самое большее, на что здесь можно рао-

, это, при наличии достаточной информации о степени

упомянутых вше факторов, воспользоваться методами Гл-

Глории ьозмущений и дать оценку погрешности, обусловленной неточ-

неточностью этих факторов*

2°. Переходим к описанию источников погрешностей.

I. ff>EP^dgO£Tb anjpaKp.«i*fta(Ea, Переход от точно тотавдев-

ной задачи (X.I.I) к апяроксишрующей задаче AЛ.6) о выбран-

выбранным номером tv приводит к тому, что элемент Х# пространства X
заменяет^ч эленбе-'том 3^»Рл0^- того ке npoaTpaiiCTBa. Во^ни-

какдогю црн этом погрешность Xt«pHi)^n) естесгвдшю оцонить ае

НСрМОЙ

Величину рх будем называть юдашносдю^апщюко^цр задача;
(I.I.I).

Бопроо об оценке погрешности аппроксимаций - одна из за»*

ившоих э зычяадительной математике, а ему посвящена обшираад

литература,

2.. З^грешость искажения. Как правило, переход от точной

задачи (I.I.i) к аппроксшйкрукдей задаче AЛ.6) созепшг ^тод о

цогрешкос^ью. Элементы |av ае заданы заранеа, г вычиатя.т>тся оо

данным точной задача, Вычислительный ооерадяп почти всегда шь*

ш>Л1Шются с той или нной лограшюсты, а вместо олементов |л>ш
за саь:ом дэле подучаем некоторые "искажении©11 элемеаты ^ • Ую-*
ж$т сличаться, ч**о и £сотао&1ения Ьп также за«в£^шт^я "гскажев*-

и#ш" соотьотеа«лш ^ , Элементы t и соотноц^ги^ Х^ гш .^-^

мом дыге остаю^оя ае»звесг :ы»ш; из* эсгчымч явлчясгсл ^ u %V4
В рез^ьтат» вместо по^едсвательностн ашгроксх«дующих задач

1Л»6) лолу^тоя псоледоватэльностс "f
^ задач'

что адк задач* рдврвшшм, ь цусуь xV rx решечу. Be-*
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Л СП) (п)

назовем
" X ~ погрешноотью искажения". Больший интерес представ-

представляет В9ЛИЧИ!Ш

которую мы назовем X -погрешность», или просто погрешностью
искажения*

3» Искаженную задачу A.2.2) предстоит решить, Будем счи-

считать (ом» § I), что мы располагаем некоторым алгоритмом, кото-

который шсле выполнения конечного числа действий приводит, если

этя дейотвид выполнены без погрешности, либо к точному значению

элемента 2^ , ли^о к такому элементу Ш n'£ Xfv , что погреш-

„
00 СП)

можно опеягть и можно добиться того, чтобы величина, оцениваю-

оценивающая эту погрешкооть, была скочь угодно малой. Первый случай -

чаотныЙ по отношению ко второму, к мы будем рассматривать имен-

именно этот второй случай, допуская, что величина A.2.Ь) может

иногда равняться нулю» Эту величину мы назовем X-погрешностью,
или. просто погрешностью алгоритма; мсжнс ввести и

"

Хи-псгРеш~
нооть алгоритме"

д си) сн)

1Л-Нш -г»1Хн. с.г.6)

Отметим, что погрешность алгоритма можно рассматривать как пог-

погрешность aiinpoKCJ-шацик для задачи A.2.2).

4. Практически любо$1 алгоритм содержит ряд операций, вы-

выполнение которых сопряжено с погрешностями. Таковы арш^етичес-
кие действия» операции вычисления значеш;й функций по таблицам

iuoi lo приближенным формулам и т.п. Газванные погоешнооти щж-

'»едутj< тому, что вместо элемента vJw мы потучим другой эле-

элемент uTWe X,. • Величину
л

, ^сп? сп)

^=li«T "Ш L A.2,7)

назовем
"

Хп^погрлшчостыо округления"» а величину
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rt X -погрешностью округления"» или просто "погрешностью

округления"
3°, В конечном счете, вместо искового элемента ОС^еХ мы вы-

вычислим элемент йг^в Ха « За приближенное решение задачи

(I.I.I) естественно принять элемент pnt(Jn ; зго погрешность

4°. Приведем некоторые литературные указания. Вопросы

оцонкк погрешности аппрокоимашя возникли почти одновременно о

возникновением анализа* Достаточно указать, напримерг на оцен-

оценки остаточного члена стзпвнпого рня$. Иг многочисленных работ
■

более близких лет, в которых изучается погрешность аппроксима-

аппроксимации, мы отметим здесь монографии Вьзова и Форсайта [13* Ва&да-
ко [10]. Варга [I], Габяулхяева [3] , ГавуряьаШ, Кавторошпа
и АкилэваГД], Канторовича и Крылова [I], Красноселышго и др,

[17, МарчукаШ, автора этой книги[3, 22J » Ос5эна[1], Оганеся-
Оганесяна а Руховца [I], Дресдорфа и Звгльбермана[Ц ,• Соболева [2] ,

Стрэнга и ^икса [13, Сьярле [I], Понятие погрешности искажения

было введено первоначально в работах автора [4, -5, 7J ; в пер-

первых двух исследована устойчивость классическогс метс^Д Рида
"

пс отношению к погрошностям искажения, в третьей получены не-
"

готорне общие теоремы об устойчивости вйпислителькцх процессов»

которые выше были названы свободными. Самый термин "искавенле"

ввела Л^Н.Довбыи в работе [I] , посаященной тггрешностяи иска-

искажения собственных чисе! и собственных подпространств самосопря-

жо.чных операторов, В работе Исковой и Я1совлеаа [IJ исследована

устойчивость относительно погрешностей искажения гля MeTOjw

Ьуб; ^ва - Галерклна. Беляев [I - 93 исследовал устойчивость ие-

тг-© Бубнова - Галеркина дяя ряда нестационарных задач,литей-
задач,литейных и нелинеЯштх. Перечисленные ьдесь рабсты, одубляк^ванные
н- позднее 1965 г., суммированы в книге автора Г8], з которой
лроме того содержятсл некоторые результаты того же po№, но от-

сА к лелинейнам з- ггачсм» Лзлънейаия результаты по пог-

:остям искажения свооодных Еыч*-:слительных прэцессоз, ляней-
- и He^urHfi^Hi-x, содержа тс

*

в j. .ботах автор tl2, 22J . демь-

9



Ш . &****« SH3» Омадеи СО, Суворова Ш, Тот то ьо-

проо дая рекуррзнткых вычислительных процессов рассмотрев в ре-

ботах автора [33, 34Д •

хюпроо об оценке погрешности алгоритма в большинстве слу-

случаев достаточно щюот и, оаокольчо известно автору, оиециальис

не освещ^ся,

Много работ посзэденс погрешностям округленна; эти работы

относятся главна, образом к различный методам решения линейных

алгебраических систем» Отметим здесь работы Голуба [13 « Уидкня-

сона [Ji 2Л а Воеводина Cl3 • Некоторые другие задачи рассмот-

рассмотрены автором [.33, O4j.
В закл*тчение отметим, что некоторая клаосификашл погреш-

погрешностей предаотэда в учебнике Березина и Дидкова [I] , Эти автс-

рк ризличаг"" три типа погрешно.гей; I) неустранимая по^реошость,

внтакаюцая из нетсчнссаай постановки задачи A.1Л); 2) пиграш-

ностъ метода - она совпадает о определенной выше погрешностью

аппроксимации; Б) вычислительная погрешность
- она вклкгаае? в

оебя введешьv выше гч'решности яскалсешш, алгоритма и округдв-

ния.

Соображения автора относительно неустранимой погрешности
изложена (без применения самого тершш) выше, в пЛ° настоящ^- .

го шро1рафы. Что касается шчполита^ьыой погрешяоста» то нам

хотелось би привеотй некоторые доводи з пользу нашей более под*

робкой т'лэс<йфпсацин. Шгрешаость искажения, зависит лишь от то-

того, с какой точностью вычислены объекты, которые явдя*ясд ш&~

цгищ в приближенной задаче Ц.З.^)? она нэ зависай» от того, «а*

кой алгорт* при-деиек дня решения &то* до^^еднвй задачи и о ка-

какой точноотьь внпатнвны предписания эт?го адгоритш. От его вы*-

бэра ьавпелт аогрёшнооть елгори^ма* Нркон^ц, цог|.опщость окр^т-
двтя полностью опредоляетоя оря выбранном алгоритме той теннсъ-

етъю, о коте.ой вьйол^лшея г,5ддаоакчл
-

«чюркгма* Таким сбрайом^
ьряя погрешность Ье.^зшш и Зшоссва расда.ааекш ш три
кгждое из кэаоркх г.^ет свсД ядточшк и о

j«6c e автора [333 �

ч § Ъ% мы

шг^вшност. оОичшяк
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формул.
Погрешность аппрокоимации для этих формул изутдаоь с дав-

них времен, -Мы приведем здесь оценка ->той погрешности мя ная-

болзэ распространениях кюдраауряых формул* Через (О f D ) обоз-

обозначен интервал интегрирования, через tl - число промежутков

разбиения, чере? | - подынтегральная функция*

I) Формула прямоугольников

V
2) формула средних прямоугольников

3) формула трапеций.
3

4) формула Симпсока
5

"ссо.й»

5) формула Гаусса, (а,6 ) в (-:, I),

б) формула Эйлера - Мвклореиа

в послевшей формуле W- произвольно выбранное натурал^ов
от кото^юго эавио/т точность ^ор.'4улы Зйлера - Маклорела.
b-fo}/tl « ^зт" часда Ьернулли.
Отметим еще, что в книге Соолева £"] шстрс.цщ кубату!«ые

Формулы, которые ддя подантегральных функция клаоса щ^лй)
{ О. - область интегрирования) тиведдт к на^еньшай шш близ-

близкой к наименьшей погрешности аппроксимации.

Исследование остальных погрешностей мы яр; зе?ъ*4 для класса

квадратурных феррл вида

i



 6-

олвл'ющида овойотвами: Ск^0 ; формула A.3Л) тон-

тонt &на , если |(t) = СОП& , так что

На уздш tK мы не накладываем никаких ограничений, Подынтеграль-

Подынтегральную функщш предполагаем ограниченной: If (t л ^M- - С0И-5и

ItyoTb коГфщиен^ч GK и ординаты ЦК^$(ЬК) вичнс-шны неточно,

так что на самолг деле нам известны ах искаженные значения Сх ~

= Ск-ь^ и ух= ^к + ^ • **" предполагаем при этом, что

где сб ;; f - и:глые числа, и что искаженные коэффициенты Ск
условиям, сфор^улирошнним выше:

фарглулы U.3.I) равна

Таким образом, малые искажений коздЕт'дшвнтов и ордянат приводят

к молоку искажению интеграла, вычисленного 'до квадратурной фор-

формуле.

После того, кат; ордадаы -вычислены, алгоритм рычксленая

правой части формула. (*.ЗЛ) содержиир только кодёчлое щ^сло

одоаейиян умножения, nos^^y дгл квадратурной формул

-аДг^г-итлш раана кулго- 6

Оценк», цакогзц,. погрешность тсрут^еяря. Интеграл] |
wa вь^чяочяем по иодалиня 1 кь-лдре.турной хо;х.^ле

а

чуо каждса \:ъ цролзведену^ СК1^К ьытлсляется с пот1-

ье превоихо^ачей ч;«сла -У1 , где j - осыоъаяие си-

рчкол^ия,. р - некоторое пг.лоли^та.ьное *-ii'c.nor Тогда

ЭКГ-тления формулы A.3,4) не превосходит числа
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желательно, чтобы эта погрешность быд& не больше заданного

чирла £ , to достаточно подчинить р неравенству

0 * Ы (т з

Нетрудно проанализировать также шгрвшиоста квадратурных

формул типа формулы Эйлера - Маклор^на, отличающахоя наличием

некоторого фиксированного часда отрицательных коБф^и Ь

внося* новых трудностей и исследование погрешностей
формул,

§ 4, Погрешности решения системы линейных алгебра**^';

уравнений,
1°. Цусть дана система tv линейных алгвораичаских

о tv неизвестными, которая з матричной форме, зашсываетол в ы*

Дв

Локомий вектор X и данный вектор (| будем рассматривать как

элемента пространства Я^9 а матрицу Д - кш^ оператор,

ур в том ка пространстве, Допустим, что §тот ошрахор обра-

обратим, так что У A IK00
Будем решать систему A,4.1) по методу Гаусса с

ам схемы единственного деления по главный элементам (

и &аддеева [I] » § 16), Метод Гаусса состоит из прямою а

ного хода. Прямым ходом данная система преобразуется в систему

о треугольной матрицей, главная диагональ которой состой* из

единиц; обратный ход заключается з решения новой, рекуррентной
система. С точки зрения понятий, изложенных в § I, прямой ход

можно рассматривать как преобразование задрчи (Т,1Л) в задачу

СС Ъпу *:* Lot = | f где L - упомянутая выше треугольная

матрица, а | - столбец новых свободных членов, долученяия в

результате прямого хода* В данном случав погрешность аппрокел:,ш
шш равна 1|?лю, но возникает погрешность иска&ещщ* Лссло

ее.

Действия, одасааные пике, требуют, чтобы делатздк fJi

лычнц от нуля» а это, в свою очередь, требует ш

уравнений и аеизвестннх. Будем считать, что перед тххт .^*-.,

такая перенумерацал вкпидшена, и на будок зт?ого
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вать,

Выгпэдем первое уравнение системы

Разделим его на ftA • Если бы деление было выполнено точно, мы

получили бы уравнение

^ V^o^- ■••�bmg>ft»ipf , d.4.2)

где 6fK я СЦк/^ц • 1\ *

я /&<< . Однако, в общем случае деле-

деление совершается о погрешностьюг и мы придем к уравнению вида

Следующий шаг заключается в исключении неизвестной flfy из

остальных At- I)-уравнений. Это приведет нао к системе уравне-

Нйй
CD B) ^B) й,

здесь через &. и ь обозначены числа, которые получились бк

если бы все описанные выше действия были выполнены точно. Про-
Продолжая тот же процесс исключения неизвестных, получим систему

вида

или, короче ^

CL*r)« = f+5. A.4.4)

В системе A.4.4) неиззестю^й вектор обозначен через % вместо

СО , так как из-за погрешностей Г и S системы (X.4.I) и A.4.

4) не равносильны, вообще, говоря, и их решения, как правило, не

совпадают.

Оцепам погрешность IIX-XlL : = ИХ-&|
(

член справа оценивается так: если IIL, S 11Г1
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Сходным образом получаем

я окончательно мы приходим к оледущей оценке погрешности

жения: -4 •

1^
2°4 Погрешности округления окажутся на обратном ходе»

обозначить L + r-Lfj+fi'*! , то нам предстоит решить рекур-

рекуррентную сгзтвмы

Первое уравнение не вносит погрешности округления. Из ос-

остальных уравнений (подробнее эт» вопросы будут обсужден» в гл.

1У) мы вычислим, в результате ошибок округления, не величины Я

K^tv- I» Н- 2, ..,, I, а некоторые другие величины и^.Цуст
у*е вычислены величины U^« Х^ , UTKH ttfK#< ; каадал из

та дает значение соответстьущей величины Xtv , Хлн » »«*Дк
со своей погрешностью f^ , так что WX = %* + Jj r XM^ii tl

отметим, что f^- 0 . Следуоцее уравнение даст нам у

зцесь Лк - погрешность округления, доцущенаая при вичиояеньш

числа Шк . И» последнего равенотва следует, что Uj^* *к + J^,

-опустим для определенности, что 1X^D6 , где 6 - «арсшев зь
'■.з-шов положительное члсло, которое оцвянв^ег» те*«*1 ой^лзом»
аг.сол0тную погреишосгь адсла UJK . Решение сисгеми A.4*7), ь

''Агорой Гк ра'.сйатрлв-гтсл как нелавестные, цмьет
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оцешу

в которой Сй есть норма обратной «атриш системы (L4.6), рас-

рассматриваемой !?ак оператор в пространстве н~««ршх векторов,в

котором норма определяется до формуле ll£Hi*>iruiXicy* Таким об-

образом, если Т- {f\ ,f% % ,.* •■!«,) есть ввйор шгрешости

округления, то

З0* Пусть А «I - 8 и IBIj^^a £},<!„ Тогда уравйвняе
A.4.1) мозжно решать итеращшрди по формуле

начальное ариблйгжвнна X выбирается по произволу. Примем,что

ЗЬад« О* В данном олучае погрешности аппроксимации я искажения

отсутствуют; ногрвшнооть алгоритма> если выполнены jV нтераци?;

равна « к
ин

ivA- LB|iR4^i/iR.

Оценим погрешность округления* Как и в по2°# ошибки округ-

округления приведут? к тому, что вместо векторов ХСЮ мы получим не-

некоторые другие векторы ИГ0*' • Обозначим чергз ^к результат

округления ка К-м шаге, так что

K. (I.4.I0)

Допуотим на этот раз, что вычисления производятся с заданной от-

относительной погрешностью, так что HdLL 4£ilu7CK)L • Точные
(К) ** R/

значе^гая векторов X суть

Фактически мк долучим последовательность векторов

и т. а. Положим ^ = ^С[ - 0,
t24 '3)

= I +
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Пусть для некоторого К оказалось Ш * X + f „

что можно представить в виде UT • CD + К^ � где

Отсюда

и из A.4.12) находшм

{сиб, <гго ii^if^Tv» где Т есть решение разнсс;тггого

погрешность округлепия поолв Jf итераций имеет оценку

f jf £ i I ii

4°. Выше мы п^едпо^^галк, ято матрица А и.столбец | зада-

заданы точно. Однако з иракгкке применения щ^и^ижениых методов wtn

чаще воего встречаемая о такой ситузтщей, когда укя:&гмнг> рили-

чинй известны о некоторыми погрвшност.шл, так что -^дить прихо-

нокахенную систему вида

(А* Г )ь| +8.
$& вправе считать, что нормы ||! 8 к lit) Л достаточно кплц; в

частности, булем считать, что Ъ ~ II А И *

и Г (! < 1 . Скеням пег-

эшкость искажения 0= !!l-X|L
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но(А *Г )"' „(I + А*'Г)"'А ■ <А+Г)< -А"'*
^1 , поиому

Отсюда легко вытекает неравенство

U-XK Рд Г1Г1 ).*

ЬР ill 1Щ iJFJ' A-4Л5)
Р
А

ill
II п II

здеоь R я II АН • I A S - число обусловленности матрицы А •Фор-

кула A*4J5) хорошо извеотна (си., например, Гавуржд [IJ ). Она

дает оцеаву отнооитвльнсЛ дагрешности решения черв» чшолг обус*

ловленпооти матрицы А и относительные погрешности искажения

*' '
/IAI* И58 /\1 \ � Одепка A.4Л5) очешдшш обрагом пере-

переносится fie произвольные уравнения вида B,4,1), в которых А -

произвольней оператор, действующий из одного банахова простран-

пространства ъ другое» при ус эвад, что оба оператора А и А ограниче-

ограничены. То асе веА .о н для оценки A.4Л4), о той важной оговоркой,

что ограниченность оператора А вдесь необязательна»
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ГЛАВА II

Погрешность аппроксимации
На протяжении зоей книги мы будем пользоваться слег,

обозначениями и определениями, Hopiy з \Д^ (П) будем обо-
обозначать через II* ИС6^д или, еоли это не может выедать недо-

недоразумений, через ll''llDj $ с эзначенил II' 11$ или 8# 1^^д
мы сохраним для нормы з L6(fi). \

Степенью одночлена &** 0&*в •. * CC^J* в R^ назовём ыульти-
иядеко <L « (dCn ot2 4« . �, ot^) ; степенью многочлена в Ящ, назо-

назовем верхнюю грань степеней соотозляюгцгос его одночленов* 1^льти-
индеко, вое составляюар<е которого равны одному и тому же чиолу
&

, будем обозначать через С: • Таким образом, если P(t) -

многочлен в R^ , и по кавдой из координат его степень не пре-

превосходит некоторого чиола tv » то стерень PCt) в R не пре-

Гуквой С без индексов будем обозначать постояшше, вообще

говоря, различные, точные значения некоторых для нао неоущест-

§ I, Классический метод Ри*гца, Оценки в энергетической

норме»

1°. Напомним ооновы метода Ритца для линейных задач; под-

подробно *»тот метод изложен в книге автора £3] • усть оимметрк<»-
шди билинейный Функционал А(&, tj) и соответотзущий ему од-

погодный квадратюшыЯ Фунт^ионал АСЯ) - А (X, X) определены
на некотором линейном лнежпствэ Jit « Допустим, что функционал
А (СО) положителен: это значит, что (\iX)>0 . f если СО от-

личен от нулевого олемента множества Jl^ . Превратим .М^ в пред-

предгильбертово пространство, ввещя скалярное произведение С#. yJ =

= АСХ,^) и норму |х1=уГ^Д] = VA(X) • Замкнув М/ в этой

Hopiv;e, получим ";игьс5ертово проотранство, которое обозначит.' че-

через Hi . Для упрощения последующих записей приме*-, что прос-

пространство Нд - вещественное. В приложениях чаг*е встречается

случай, когда Д есть линейное плотное множество некоторо1.

гильбертова /реже банахова/ пространства Н ,и п{&*Ц) ~

= (Ax,u), где А Положительшй /и симметричный - последняя ого-

оговорка необходима, если Н - вег'естгениое прост!>анство/ опера*

тор в Н «-В отом случае мы называем Нд энергетическими про-

пространством оператора А »
а скалярное произведение.и норму в
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Нд - воотаетствшадо энергетическим произведение** и нормой.

Пус^ |(Х) - линейный функционал, ограничешый в Нд и

оцределенаий на всем »*ом пгюсуранствФ, Поставим задачу о мини-

минимуме Функционала

(ЦДЛ»)

&* задача теоретически решаемая элементарно» До известной тео-

теореме Ф.йкоа» в Нд существует ода* я только ода аяемват Х*>

% [] V Н ЗЧ)
р » д уу
яажой, та» %(.$) «[Х5£*] , Vxe Нд • Теперь
21 а лсь^^, функционал ff(x} дос«

при £ « X* *

2°» ЗриОлижввро можно решать ьадачу (ПЛЛ), например, по

классическому методу Рв'сца, ;.^краш в Н* какоа-вибудь

номерное иодираотранотво Нд й ащем шшшйу5« функщонада
лев, что равиосйдьио» мшшмум ао|»ш J X-X#I t да этом иодщо

странстве» Цемент 'Х^'сН» » не. которого псоледюШ минимум дос-

шгаетоя, существует и единотвешен. Очевидно, Х^ actb артого-

йадьная проекция» Нд аг-эмевта %# - тонкого решения-Р"дачи

(П»1Д) - иа шдпространо^о Н? . Ср^вливай эдо о »бщей оха-

* В § I гл»1, вйдич, что в д^йнойй случае Х-Нд> %п™ Н^; Рп
ость 'гоадественпый одера^ар, ооо'г^сшешя t я Ъ^ ацрв

t ^ аеН4;

| сг^ зуженае | н Н
лспо, го по^решнооть ашзрококмацщ! цриб

Ритцу ми задачи. СК»1.1), равадяр «1^3^ Vnin

вд о цаадучиош 1р1ближбвяем(в «аерте ачаской в^рив) точ-

точного реш^шш 5С> адемоятащ йс .пространства Нд • Величина j\
йавао»^ ог характера энергетйчесгой дормы и^ в реде важных a j~
чье»»i от г* .дкост элемента fy% ;при аоследовашдд последней т~

а ввод, что DC^ еоть решоные уравнения ЭЙдера£иц$Ч!
В <^даайщаи nnparpaijax настоящей главы Ш1 сршешы высаазаа-
'

,^оь обсще сообрахешш к кравши, задачам ддя дцф^ереадаадь-
уравнений.

црикайягь^^етод Рдтца целесообразно тсшько если

l^i"i:cl йЯО последнее ооотш-
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рейке будет, очевидно, выполнено, если последовательность шд~

пространств {Нд№)} ^J**- в Нд » bddve говоря, если по любому

^0 можно иайти такое tVc , что при любом Н^П-О существует?

°д , удовлетворяющий неравенству |8#-Ц/ 1<6.

Н
алемэнт ХеНд , удовлетворяющий неравенству |8#Ц/ 16.

13 осцовололагающей работе Ритцд [I] подпространства Нд
строчтоя так» что при возрастания tv они расширяются. Более одре

делевно, йгсц выбирает последовательность элоиевтов {{/*,}€ Нд »

оО^адающу:') полнотой в Нд ; предполагается eiuet что эти ала sfr-

га» взятые в^яюбом конечном числе, линейно яезавиоимьи За Нд
Рати принимал подпространство с базисом { ^» tf<u •• •*$& )• ЗБо^в»

поздние авторы назвали оистемг {{ftt3 координатной. Отметим, что

Рйтд не вводил энергетжчаского пространстве и требовал оходимоо-

нилриближвнных решений к точному в С up** подходящем выбора б *

Это ограничевало применение его метода и ооложнядо раосуяденая,

^аэргетжчеокая метрика была введена К»Фридрю:сом; она была пра~

менова автором этой книги ддя нсследо: шш! методов Рктца и Буб-

Бубнова - Галеркшы. Подробно об этом см. книгу автора Сз] •

Курьнт иьяааал 11] » что необязательно брать расширямдяеоя
проо^ранува Нд , и предложил такое видоизменение метода

z проотранот^ Н^} оу^ь произвольные конечномерные под-

энергетичеокого проотпанотьа, поотиненные единсг*-

Н
р р,

у твзбовашю полноты лх доследоБахелькооти в Нд
вябра^ь в НдП базис

г 4Г СУ»,,if«, • • • i«f»jr) .
t

<ил.а>
rm J " ЛСи) Р!сть размерность Нд , то элемелты Унк яеобяза-

* цргнаддежат шдАтюстравотву НдП) , >^>rv ; такям стразом,
случитьоя, т'чро Нд и Нд

^
шлекуг общим ToatbKO пулевой

В случае г^сшиояющзахоя подпространств будем юаоригь о кяао~

оическом методе Ритцй, в обща'' случае
- об о^общешюм метода

Мг^осдческя^ «ътод йилда вшеот то npeifMyateoTto» что

|ЛШ-Х^1 убывао'Г'сироотом ^ (см, 1;нигу авторе
следует, однако, напо^сщть, ^то о^обсгоняай л*етад Ригтца

ю.^Чвой основой метода ки::вчных елементоь ^ счого из стаи

ирострянвшшх ь настоящее вреля методов рвшеняя K^eivz
В заключенно яапампм, что еил:^ з НдЛ> заб.лп бввжо

*с пркближеяпое ретенке Д^ вт
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прочем коэффициенты Q^ определяются из алгебраической ожотемы

Цооледоватедьность базисов

(BLI.6)

будем называть координатной системой обобщенного метода Ритца, а

элементы tf1MC - координатными элементами этого метода»

? 2» Йекогорые обобщения теоремы Джексона на функции
многих переменных*

1°. Наиболее вадное, как вам кажется, обобщение теоремы

Джексона на функции многих переменных получила Харрик [I - о]»
В эе работах £Г .'2.1 рассмотрены более частные случаи; общая тео-

теорема доказага в работе C3J. Здесь мы сформулируем ооноьной ре-

результат етой последней статьи.

Цусть il - ограбленная область в fvm, Ъ и 6<Т> - натураль-

Hiie числа. Далее, пусть ifCt) - функция класса С(' в некоторой
областл О( ЭI}. , прячем V достаточно в№«со, П^ гомеоморг^на

1 А9\о tfcw^o t^ap
Теорем Я.2.1 (XarpoK£3j)* Ц/сть ЖеС (Й) иЮФ|0ПО,
Ittl^ 4"i . Тогда орч л^ом нптуралькам YV оуществует шли

Pt(,Ct) степени 4Ц в Rf1, удовлетворяющий неравенству

Здес СО - наибольший из модулей непрерывности производных

порядка Ъ от функ ;:и 0>(t) в метрике Q (Л) , а величина С не

зависит из отХ, ни от tv *

Доказетельотво тзоремы П.2Л основано на иоотроении и иссле-

исследовании опе^а^оров, аналогиадых операторам Джексона» Заметам,
что поотоянну: С в неравенстве (П.2.1) можно оценить.

2°. Теорема И«2*2. (Шапошникова [2j). Цусть область -П и

функция tfCt) удовлетворяют условиям пЛ°, 00 С W^ СЛ) и

2) ^Iqq = 0 , 0^1^14 i - фогда дяя любого натурального

существует полином P^Ct) степени ^11 в Rnyf удовлетворяющий
неравенству . -ч

., ,^. 1 ч„ л^ л ,

ъ (Л.2.2)

ще О не зависит от X и Н, г СО есть наибольшкЗ из Ьа-мо
с^? Heiipcp:rBHooTH пгс-тзводных5]Гх * \<Ь\—Ъ .

Дохаг-те.чьство теоремн П.2.2 основано на том, что основное
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свойства операторов, введенных Харрлк, сохранятся при замене

ССКЧ^) в& Wft \fl) • Шотояняаю С в неравенстве (IL2.2)

также можно оценить»

Ь°, Следствие П.2.1. Цуоть граница дп представляет собой

(nv- 1)-мерную липшедеву поверхность, и XCW (fl) . Тогда оу-

щеотвует полином С1л(^)отепень: ^fr в Rm, удовлетворяющей нера-
неравенству

Если поверхность ЪО, достаточно гладкая, аак что существует

функция ifCv) оо свойствами, списанными, в пЛ°, то достаточно ро-
ложить в (П.2.2) ^- 0, заметив при этом, 4to&)l (C0,5)^2tnax8x L

В общем случае продолжим функцию (&ф) о сохранением класса на

все Я^ такг чтобы она обращалаоь в н^ль зне некоторого шара Q»
- It • itl^R} - такое продолжение возможно (ом. Кальдероь [Ij )•

Цусть x*Ct) ~ продолженная Функция; ?:.i же символом ODCt) обозна-
обозначим ее сужение аа Qo . Грант1ца дС10 - сфера - есть ьеоконечно

гладкая поверхность, и для функция 00 Ct) , по оказанному выше,

неравенство (IL2.3) справедливо: существует такой полином Grv(t)
степени 4W в R^, что

ИИ2П П . (П.2.4)

Функция СС Ct) продолжает фуш:щю <£(t) с сохранением клао-

са, поэтому существует та^ая поотоянкая Ф ("поотоянная дродол*-
дения"), что >

кроме того, очевидно,

Последите два ооотношенад позволяют заменить неравенства (Ш2,4)
неравенством (n.^.L;) с постояняой С^ *ЗбС»

4°. Вдрнемоя к теореме 11,2.2* Дуст* Ц^щ I и ейлаотьфветъ
промежуток @t :). В о-том схучае гдоашо положить tf(t)« t( I -t)
неравенство (IL2.2) дает атедуюце^: вс;л ЖС^лО^
тс яри л»*5ом натуральном Н- оучествувт такой поланом

что
, л /• ?\
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PCt) (в.2.Ь)
Топно так же на следствия П*2Л вытекает, <по еоля Х\У^@
то при любом натуральном п существует такой полином Gl,v(t)
отеаака 4*К что оцраведлжво перрвавотво

^44

§ 3* Обыкновенные дифференциальные уравнения»

1°. Расомотрг1м краевую задачу для уравнения второго

ГфимеЛ олэдушдав дог^^енйя: рсС САО i

3 pef p1 ^
втюс чо^швпоях оператор Д - положительно oiieiiejT'vaeHH!^ в

OH) X слабое решенио залами (И.ЗЛ) совшдает с решением

кной4 ьадати

-2j |ct)xCt)dt «mirw; Ш*хЦ}~0 , (а.а.2)

(

ПрострйЕотвс На состоит нз функцай ЛХИ
„ ддя котопых интеграл

(Lu3.3) конечен и которые обращаются в нуль арл t^^ H t* v.

Ниже, яам будет полезна следующая оцеяка энергвтктеской

tесли q.(t)*<k то

с (i • I! означает норму в La@,O * доказательство оче«ю

из тог' . что наименьшее собс '-зеяноо <шоло оператора

при краевых условиях. Й>@) ^*СССО— 0 р^вно % �

2 * Сл НА прамем iv-меоное гюдпо отранотвс с безкоом ,„*

1 4rK4 H- • Если Ф произвольный элемент ; •> г1д ,

� ч^о X* £-Wa CO?i)^ ^'^ 3. Д1ДЛ >того достаточно,

ре W^ ^0»1^" fyf |eW^ @,0 .

^vct) дохг.'скает разлокечие в ияд 1урьз
со

£> Ct) -- Z °л swvKwt.
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За CX/^Ct) примем отрезок^этого ряда;

Оценим коэффициенты

Интегрируя на частям и щшшмая во внимание краевые уелозил

(Я.2Л), получим

к j^j {^ a£(t)casicn;t

Дальнейшее интегрирование во частям (возможное, еавк Ъ>3)ш не

улугишет последней оценки. Теперь

1

я ферула (П.Ь*5) Ефивохдт к следующей оценка погрешности апцро-

3°, Ш-прехкему пусть Х^с< \Л/^ @,1). Шн ^>3 можно ш>

лучшую сценку аппроко^мимил, если за Нд принять под-г

1"остравство иилачомов ачдв Ь Л

3 пилу взр-тэпстка (П.2.5) оущеотзует тадой полипом Uft(t) , что

:.оэто\:у, если X^ - 1Грл<5итлженаое решена из подпространства

4 • Т0
СП

4°» Оогреяшость аппроксимации дяя обыьнове..лы

'п**ьных ура*неп;::' ^ равнемепгых метр-'^х чяу^зди Крылов [13» ав-

т°р[-3» Ьерт;/м [I], 4>ерш-Ьуган [хЗ, Лэ;:ан СТЗ
^ соболевских пространотгах ту те ::эгрг.*гчость иослэдевал. /л

C^J г Джжакарп-на: [с]. B^lb.iKKO [23 ^эосиотрел амк>1е rvjuiiy с



~ 30 ~

§ 4, Уравнения аллиптического типа* Оценка в энергетиче-

энергетической норме,

I0» Ваосмотрим первую краевую задачу для эллиптического ура-

внвдаш

(ели4�эллиптической
оистемы уравнении) ълм

^rf^ (Ш4Л)

; поверхность иС1

и gtocl tf|gfl ^0.

90 удовлетворяет требованиям пЛ° § 2;

можно задать уравнение* ^(t) = 0 r причем

№ П< гсмеомсрфна шару; {f(t)^O , t^3jQ и g gfl
Допуотим, что оператор задачи (П»4Л) - (Ш4.2) - симметричный л

шлохательна оцределенный в La(O) • Энергетическая корна ддл

orepatopa определяется формулой

IXl2=( L kjSffbSfbfo. (Ш4.3)

'Ьчиадть, что коаффшдаеняы А^л оуть функции от Т . ограш-
я язмершгто в П . Тогда, очевидно,

laUC#lalCftfl.
'

4 (lL4-4).
Задачу (Щ4»Х) - (П.4,2) будем ршить приближенно по методу

йгящ, приняв за Нд подпространот^о функщй вида 4t)Pt
гд» PnCt) - ясмшяалои степени 4.fV в ВШ»В сощем о-1учае

решение вадгей задачи - принадлежит пространству W^Cfl)
дуохы!, что на самом деле оно более гладкое: д/сть ^^,
где 1 достаточно бол! ъе чиоло. Тогда существует такое про^зве-

„яше ifU)PftCt)eHr .что
'

..

Волв Л> - приближенное решение эалачи (ПЛЛ) - VII. 1.2) то

^к 8?с вытекаю на сказанного в § I, 1ЯР*-ж£п)| ^
CJiT#-*/ Н^Й^и. адедаюель'но, чм)
- pw-lvO*Ca^№.i)n • (П.4.5)

2?. Дустч idi;epb дайелте»1Д19-:ьнов уравнение (ПИЛ) p^jae*-
(д;ш естеотвеша кряввих условиях. Еэ-А.-речвцу будем считать,

i-оьврш^ор раосьа^ашй^ой задача сидшет^чный и паложите-^ьно

в LtC-w) , ?чергеттп»е?кая норма удовлетворяет не-

oay (IL^.4) и рэшениэ, которое «ы по-прежке:.:у ^

Ж», првраддежит к'яласеу Щ, (fl) . а Н^Л)
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подпространство полиномов отепеки^й: я R^» используя оледо-

твие П.2.1 и пов
°

придем к оценке

l

твие П.2.1 и повторяя ресоуаденяя яЛ° данного параграфа, мы

(IL4.6)

Ту же оценку (П.4.6) можно получать, если краевые условия

имеют рид (IL4.2) ярй O^lfI4K-1 » К<6. , а остальные условия» К

- естественные. 3 этом случае за H*n> следует 1тринять подхтросх-

ранство функций JfK(t) P&Ct) г где Pn(t) гюяяяш

B
5 Bwv*

3 • Условяят при которых тачное решение

см. Агмонг Дуглис, йиреяберг Dr3-
§ 5. Некоторые оценки погрешдоота цроизв^" иных* Литератур-

Литературные указания*

I0* Будем рассматривать задач;/ (П»4.1) - dL4,2t. В § 1 мы

вывели оценку погрешности аппроксимацаа душ праEлиленногй реше-
решения этой задачи в энергетической метрике* Ш существу это оценка

ялл производных» порадок которых хввеа половине порядка уравнения

(IL4»I)► Представляет значительный интерес получение шшлагичвых

он чок для производных других порядков. Этому вопрооу посвящен:

ряд работг в коа^рых рассматриваютоя координатные ^ункцяи, описа-

описанные в п*2 § 4.

Ильин [I.3J рассмотрел основные краевые задачи для невкреж-

даощегооя эллиптического уравнения второго пох даа; доя зг&х за-

дгч получена оценки нормы llflC*#~ 0C^v 11 ^дч прд условия, что.

:тзвестен порядок убывания некоторых величин Av^, определеачым

образом зависящих от приближенного ретеччя 3CW � Б аналогичном

^^ полечены оценки погрешности а'лрокешлации в С СП)
С С-^) р случае первой кр&еиой задачи для бгтгар&юя:таокого

уравнения. 3[^3 />льлн улучшил оценки №& эл.5лпти\-еского уравнз-

wu Еторого порядка, дм того же уравнения Харрта' [I] получала
оценку величин Аа; англогичная оценка мя окгармони*шсхого урав-

н шя дана в работе Харрик [23* В ст?тье Ильина [ГО рассмотрены

эллиптические уравнения л;обого четногс^иорядка 26 f получонк

сценки погрэшооти аппроксимации в Wp^Cil) f ^ Р^ °° » 4
н^ очень Оолыое чзотр;щг.тэльио целое число.

2°. ]j статье Кантопов;хчч Cbj (о;л. так?..е мон^ггз^ил
вкча и Ак/лова CU ) прзпложеьа некоторая оСтя схеме л

няя погрешност : аапрокси,.1аьш п^е'-ецко^ных voto^>; ь С—
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пространствах» В статье asvopa [II3 предложено1' иекотсрое

изменение этой схемы, которое позволило, получить оценку погреяк

йооти аодграксимации метода PfeLTua в Wi # гда 6 > 24 - не очень

большое натуральное чиоло. Следует указать, что сценка этой

ладней статьи хуже оценок отатьи Ддьина [5.1* соответствуодиас :

еяачешю р * 2* Другое видоизменение охемк Канторовича было ихь

дсш»зовако Шагюшншссэсй [i3> которая таким сшообои получила

оценку погрешности атшрокогшции для производных^ пордаа

Ее оценки хуле оценок Ихшпш [53 при р« 2 дяя J>4 и лучше

дая 5 < 6 • В отатъе Шапошниковой СзЗ получены сценка в некото-

некоторых банаховых пространствах; показано» в частнооти, что лм

$4 6 оценка Шгьнна С 5J можно улучшить я при р^ 2,

За. В стаье автора [323 метод его раооты [II.1 и работы Ша-

Шапошниковой [ДЗ Перенесен на иес^лосоцряженпые эллиптические за-

дачи, децуонаодпе решение го методу Бубнова - Галетжлна. Елаго-

даря использованию уточненных марковских неравенств удалось улу«

ь,результаты названных выше работ автора [ИЗ и Шапошшшово!

ьовые оцешы cobl. дают о оценками Шъша (при р* 2) для

> 6 и с оценками Шапошниковой C.IJ при 6 < 6 .

Няжс, в § 6„ будут изложены необходимые маркояокие веразен-

отза, в §5 7,8 - результаты работ автора ЦП, 323 & Шапошниковы

И для самоооггряженных аллиптичеоких задач; в § 9 будут раосмо*

троны несалюогояжешш* эллиптические задачи.

§ 6. Некоторые марковские неравенства
ii-« Цусть PjX) - полином степени 4tV от вещественной шр*

«енвой t ва промэжутке u^t **Ь . Ойоггшчигл через ^(t) К-

*-0* I, 2,..t, полрнг'щ отеяени К , ортонор:гирсв^нные в

DTK. ЙОХВИСМН ОТДИЧаХЗТОЯ Л#ГПЬ П0ОТОЯВ"ИМ РШОЖК1ЗЛШ1 Г^?/ш™
о» нормированных полшюмов Лёжандра, преооразораанш: к дрома&у*

ху ('J^^t ). Сй]?аввд)гаво тождество

т,-

J
yfl&va^TaffU омтхл авторе [Ifl, ашездю*! из вачатл только з

lf?0 г.» ^шш додожвю? в iJS&r» ш сгипо9:^ие в честь
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Тзлее, q,KCt) »[Я/СЬ-аЯ* pftCT) . ТО» Pft(T) - полиномы

Лемндрп, ортоносш1рова..ные да промежутке ( -I, +1), и X ■

ЬШЬ) Так как nvpoc p№(T>V«nH)/2 , то

t
г следовательно,

jto неравенство хорошо известно,

2°. Выьед.зм марковское неравенство для полиномов от многих

переменных в La . ii статье Хилле, Core и Тамаркила [TJ (см,

также Бари [I]) душ полиномов от одной вещественной пе^менной

установлено следующее неравенство: если P^Ct) - такой полином

степени YV t
то

где С загионт только от р и от D-fl^ . Мы будем пользоваться

этам неравенствам ддя значения р=г 2.

Нсравеаотво (П«6*2) очевитщим образом обобщается на полино-

полиномы степени 4tW в fl^ t если отрезок ( &tQ ) замеияетоя шрр.пле-*

.. пипидом* Действительно, можно считать, что ребра параллелавд-
шсда параллельны координатным осям. Цустъ оС= (Д< ;«^.д ,

. * * ?cim)
- мультииндекс, ттричэ^ ctK--5.K , пче ичдэкп j фиксирован, a

пусть для точек j-*го pei5pa параллелешпида ftj^tj^fi: . Оо

неравенству (П.Г.2) 8-
t S J

Интегрирую по оотальннм координатам, далучшй ( П -

3°. Рассмотрим теиерь з-R^ некоторую юаечвую облас/ь Л
с ррг-ощей, /дотую-ворлюреИ условия»! п.1° § 2. фсдотавдк П
вдда П - ГУ U Лs J Л Л Us ~0 • Зд^сь Пь - югр£.а
оолоса ширины f i ff- дог та', о £9 яоиюе фик^иро^^гше
Каддую to4kj ча/ж!^той облшота О съедаем ивъч&м лубе»
которого дарадлзльаы ооякг координат й который гелшж

й границей лежит в П * Ш лемме иорадн
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Число таких кубов, обр!азупдих покрытие для Г}' г дусть это будут

кубы Q,) t 0,г QK . В силу неравенства (П,6.4)

Просуммируем это* по j ^ бгева заменим полученную оумщу

величиной ЙЭОг РЛК3 $ 9 а оправа - большей величиной

В результате получим

4°# Теперь рассмотрим пограничную полосу Qg • Д&рстну 0
этой полосы выберем следующим образом, Цготь toc3fi • Постро-
Построим сферу о центром в \ f обладающую тем свойством, что лих^ая

прямая» параллельная нормали к ЭП в точке t0 t переоекает часть

Г0 поверхноотн ЗП , заключенную внутри упомянутой о^еры. не

более одного ра_за» Известно, (ом., например» книгу авторя ClOj),
что радиуо (X этой сферы можно выбрать независящим от t, • Учао-

ток Га грчяицы ЗЛ можно задать уравнением вида lw »^|(§) f

где §'я (S^ > §а 1
* • м^-Лг ось §^ напре&яеяа по но!>л4али к

0П,в точке t# и начало новой сиотемы координат совпадает с Ьо .

Так как фуикгил tfCt) (см. п,1° § 2) достаточко гладкая» при-
причем fltudtf |g^^0 . to функ1шя ^(|) также достаточно гладкая.

и можно пайти отоль малое 5>0 , чтобы лежащая в Qg замкнутая

находалаоь внутри оферы радиуоа d о центром в 1^ •

Введем координата

В координатах *2^ f <£2 ( ..•, ^w область *V
£ переходит в па-

параллелепипед

Очевидно, якобиан преобразования от координат §^ к координатам

*1* по абсолютной величине равен епляице, а произволяне пзрво1го

порядка от X по tj оцениваются через те же хгоизрощше по %\ ,

i , j = I, 2f ..»,m- i и наоборот,
й точке to^3Q_ .vomo привести в соответствие область

[х у t и эти области оСраяутя покрытие для ilgf • Пэ лемме Ьоре-

ля MOTfio вобрать кон«ч«ое тлс^о областей Ех «- ^ такте образу-
^>



юц покрытие для П# • Для каждого из параллелешпидов ^1
справедливо неравенство (ГЦ 6.4), из которого в опою очередь сле-

следует новое неравенство

vM£4WC8pA
Оюжив это о A1*6,5), получим искомое марковокое неравеиотво

V* ,
И &Рп\а 4СII Pft l8|fl n?W. (n.6.6)

Нетрудно получить аналогичное неравенство к ддя р ^ 2.

5°. Докажем, что справедливо неравенство

^ ,,fl. . . (ILS.v)
Начнем со случая одного измерения* В атом случае ыожмо свеете

дело к сравнению интегралов

С л *о •'о
где О>О^- фиксированное число*-Интегрируя по частям, получим

правую часть. Прежде всего, ио фО1»|уле (И.6Л),

UpJ ,с,Х

) , найдем искомую

Обратимся к общему случаю. Внутри й оценка трлвиальна;
л* П7 - внутренняя подобласть it iif(t)l ^j3 , VtcH', to

№ ^\u/4i JT^ RvW- (L6.9)
^сгатечно 1юэтс.<у рассмотреть о<5дас«ь вода Et у а сравнить

• *J re грады V
*'

auoiry переменных p ьзрейдя от оере.^енних %. n

'•.■i-4 ^ (ом. и.О. 0с,;ас1ъ £^ ^перейдет в жк
'/А этом л нд•/А этом интеграл нидд
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i
опештоя аворху и счяз) через ачтеграл

с постоянными, не злриошиш* от И/ . аыратеюш $ RiCt)
полином отепени 4tt+K-i от %т, т: го нищенству (П.л.а

Интегрируя это по *j>. f
l^i 4I11-1, в пределах от -5 до * £ «

пользуясь эквивалентностью интегралов (Л.6.10) i (i..G.II), най-

найдем, что

и нз неравенства (П»о»9) вытекает оценка (П.5.7Ч

§ 7. Оценки аппроксимации старших производных

1°. Зц-ив было упошшуто, что л«В.1{анторов::ч пр^д.;ожил неко-

некоторую схему построения и чос^едовачия проекционных методов. .Иы

изложим ядес:, эту схему в условиях не оамых oC:Tmxt ?;о достаточ-

достаточных дяя тогог чтобы ее можно было применить к методу Ритца.

Рассмотрим уравнение

Ax-J , (IL7.I)

где А - лин^ЛгшЛ оператор, взатлно однозначно отобра:-а:оццтй ба-

банахово пространство X на банахово простпанстви У , тогда оба

опура..ора А и А ограничены. Построю* полную в X последова-

последовательность 1.оьечг.омерних пространств Ха ; напоглна^, что это оз-

означает следу&';ез:

VxeX,
№

^="л^ ; для каждого tt выберем оператор 'i^, про

на Уп . Приближенное решени уравнения (П.7.1)

будум строггь как элемент Х^сХ^г удовле^тзорящи^ уравнению
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Если Х^ и &£ «* точнче решения задач (П»7Л) к (П.7.3) соответ-

соответственно, то, как доказано в работах Канторович^, цитированных

aftA»x)8n(uct).
(И* 7,4 /

Сто.ода адэдует оценка

2°. а статье [llj автор предложил некоторое видоизменение

схемы Канторовича. Ц/оть XcD^*-Z; здесь У и Z - гильбертозы

ппостранства, X - банахово пространство; знаке: означает плот-

плотно-} вложение, В уравнений *П.7Л) будем рассматривать A vaKjee

кви оператор i« j? v буд^м считать, что он положоельно оорвдвлен-

ний, так что l % <1

VSDCA)C^)rl f

в то же время, в соответствии со счазаннш в п. 1°, ^удем
чте А взачмно ооноэначно отображает X на У •

шс .рем полну;э в X последовательность подпространств (Xn
пуотьСУ^,^,...,^)- <5азис в Xw,. Положи У^* АХЛ и Oiip

целкм оператор 0г^9 отооражащий у иа У » ооотчошезием

докажем, что Qa есть проектор из У ва У^ � Ш ^предс-легай),

Q ! У —**У , поэтому, если |сУ • ъо Q^^Cy^ и, следовательно

(y-JcffA»
/ее, го тому же оприделэнию, CGIk,j J � ^j)*"^ • или

C;ief3T0v. А пслоллтельно ог-редэленны.. в^, поэтому л матрк-

ца системы (Г.7./) положительно опеределеннел; эта систзма раз-

реаима е;;"*нс;Евнным образом, и orepa^op Qrt оп;едзлен дуй всех

рй.лыых tv • Мотается дог;азать, что Q^—CL- ^слк

v ^
j к



со
_

• CG4| -QJ» tf»,-) - 0 . поэтому(Q^.fy

Система (П,7.7) разрешима единственным обрезом, шатомуЬк-Лк

Заменив | па АХ под знаком проектора Q^ в (IL7.6), по-

получим систему уравнения Бубнова - Галеркына для уравнения

(£•7.1); так как А - положительно определенный оператор в 2t
то (Щ7.6), или равносильная система (IL7.7), есть также к сио-

тема Ришца душ того х§ уравнения. Поскольку и^сУ^ » то

и»

АС»
К^

(Д.7.8)
где Л„, - наибольшее собственное число матрицы скалярных произ-

BejgHrt(Aif№¥,Atf№j)y ', j.K- I, 2. ... X Заметим, что

ft-K суть коэф£Ш5аенты Ритца приближенного решения Хщ :
ctv) *

у»,

Обозначая» как обычно, через С.#3 и I' •
скалярное произведе-

произведение и норму в энергетическом пространства 2 оператора Д ь по-

получаем из последнего тождества

здесь ЛЛ - нааменыдоа соботяениое число и.отрады окадярныж про-

CAfftj>tfnnJ) j,K - I, 2, . � . ,л • Теперь (см. ite-

гу авторе ЦзЭ) #

влокеалл У^г Bim.KapT су^:Р.отг-^ЕаНий такой тостоян^ой С »

го |^1 *tCI|L I ь из (Г^?»В) B-i*3R;i:T искомая оценка;
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(Л.7.9)

Hf.1V/ «у

i ортояормирован в £-к » то

Л - Ii и последняя оценка упрои»ется:
fV

^ (п.7.10)

формулы (IL7.5) получается оценка погрешности аппроксимации

3°, Ворнемоя к задача (Ш4.1) - (EL4.2). Допуотам, что сво-

гемй (C.4.I) равномерно элляптичва вA , а оператор рассматрива-

рассматривался задачи положительно определен в La(MCl) • Решение u#(t)
■гудлт сколь угодно гладким, если достаточно гладким* <1удут <^укк-

:«и i/Ct) . |Ct), A^tt). Ьудеи счр^ть, ^Т0 X^cWrCfft
:-п« t достаточно больное число,

^ссмотгяч сначала более простсЛ случай, когда tf(t) есть

голяном» Задачу (IL4,l) - @,4,2) будем регсать.го Р^тцу, рзпв ъ

!гучостве коорхашетных функций полиномы У (t) P^(t)» где P^J •

1:ол/ноад стегеки ^fr в Rnvi тогда приближенное решение иа>ат'
т>ил Xc,4t)^cvf4t) PnCt) , где RvCt) - также полином сте-

R
v

•>релем в рассмотрите грострааства A=W

? сверху здесь огппчу?? 1:одпгост;^нство простраг :ва Wa (П),
уодопиямя (Е#4.1\

1атк^е -|уикшгл VnjCW будп.у считать орто1тс;мйроадв-

11 R Wj (П) - тогда, как нетрудно проверить (по--оЛнее см.

vy автора [Я]) числа Х^ положительно ограничены снизу и ве-

оиенка (IU7.II),
^■сть X ~ число {.ункстЯ tfnj лра j иксировакноч И-. Изложим
'" 'J ~

ч1и|1ТР • 1Т,1а ЧТ212+»..+1Тж12. Тогда
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; в частности,

хП-
Но flPfrCt/C) есть полином степени

неравенству (ILS.3)

Теперь
*"*

Л№ 4trv • (U.7.I2)

Остается оценить наилучшее приближаяна

X есть полином степени 4 Ъ+СОК$Ъ в гу^, а

fc СО) ^-; по теореме П.2.2 существует такой пьл

ЦТ* k<C 4
.Ото значит» ч^о

йз фсрмуд (IL?»5) к 'IL7.I2) следует:

4); ,
(п.7.13)

?то и естгз оценку погрешности ашцюлсиыеида ддя ароизводша

рядка %п
4°, Верцемоя к о<Чвяу сл:,ч«ю и будо.\. зчи*ать» что

i*Ct) ^ч-^тйтопал **гаадка>ц но че обязательно nojauiOu'. Ьаново

цювелем оцелсу вадичаьх: Л? - w*O<» ь АФ(' »Т)!у , Ддя лю-

Ue. W» @) справедливо чешв^аство

* в 1АФ1С 6Ф*

эаддтъ форыулой
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суммирование производится по всем мультижндексам d и С » таким,

что |бМ£б+(/ и 1£|46 * Докажем неравенство

кь)* (Ш7Л4)

, где Prt(t,T) - полином

отегшки 4 Л в fvm.. Построим полином £J,№(t) стешна 4Ц в fv^t
такой, что

8то возможно в силу теоре:ш Д.2Л. Будем считать, чтс if доо*ато-
чно велико.

U^ (П.7.15)
Выражеш«е 2) Ц^РцС^Т)) есть шдано« отешва

в Rnv, и по яеравенотву (IL6,4)

4 ISdV^C.t)!, l»VgP№0,t)]lt.
(П.7.Г7)

второе слагаемое:

L№WP 0,тI
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isr Pft

эдеоь исшльзсваны неравенства (Л.6.6) и (Л.6Л1), а также то,

что 1/ достаточно велико • Соболевские теоремы вложения дают не-

неравенство 5
P

б, следовательно, и неравенство

(П.7.18)

Точно так же находим

(H.7.I9)

Из неравенств (П.7.15-19) очевидно следует (П.7.14), из которо-

которого в свею очередь следует, что

1С |фЛ^
В силу теоремы П.2Л, 6№@0#LСн UJ. (Х#, -^) � Doc-

ледние два неравенства вместе с формулой (П.7Л0) приводят к

оценке (Л.7ЛЗ).

5°. Если уравнение (П.4Л) решать при естественных краевых

условиях, тс можно получить оценку, близкую к (IL7.I3). За коор-

координатные функции можно взять ролиномы, при этом все предшеству-

предшествующие рассуждения з сущесхвенном сохраняются, не для наилучшего

приближения получается @*2,3), и окончательно

3?35

Jrv * * 0) (П.7.20)

§ 8. Оценка аппроксимации шгадших производных
I0* Т&кою рода оценки получила, в частности, Шапошникова

, используя еще едно видоизменение схемы Канторовича. Ш-пре-
к пространствам X а У добавляется еще одно пространство

2 и по-прежнему пространстве У и Z гильбертовы, но, в отли-

отличие от § 7, рассматриваемые пространства связаны
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Xc2<zy . Допустим, что сущеотвуея *акое ^ужениа Алоперато-
Алоператора- А задача (П.7Л), что £)(A)cZ » R(A)cZ и А - поло-

положительно определенный оператор в 2 . Энергетическое пространен

тво оператора А обозначим через 2 • Возможны два случая взаим-

взаимного раоголежанжя пространств:

Zy (шал)

ZcXcZcy,
^

(п.8.2)

Введем в раоомотреяна проотранотво У , оопряжэнное с 9
отнооителгчо скалярного умножения bZ ; примем, что У »У »

где У *- пространство» сопряженное о У* относительно того ж»

скалярного умножандя bZ.
2°. Выберем последовательность конечномерных подпространств

полную в ХПУ ( и пусть

- бааис в Хл• Будем считать, что при любом IV адементи @»&»3)
ортонормированы в Z ^ #

Обозначим через Д оужеахе оператора Д на У ПХ и допус-

допустим, чте А - положительно определенный оператор из У* в У
(см. Бирман [ljr а 'также кнлгу автора [8]), Дрпуотжм вЩе^ что

*

соответствующее энергетическое пространство совпадает о 2 ?*

энергетическим пространством оператора Д w

Шлолшм Уа = АХ^» фоекторы Q^ определим соотношениями

левая чеоть уравнения (FL8.4) рассматривается как значение фушс
ционала (J -пп$)*У* Ум ка элементе if^jC У*. Как в в 5 ?,

сказывается, что d^ есть дюектор иэ У ва Уп .

Оценим корму IQ^Xy. предполагая, что выполнеяо соотношение

^^ЯЛ), фиблгяенное решение имеет вжд v

«£-£<£»..•.
■^и этом Aaft ^^Jf и» следовательно,
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I M'r •

здвоь, как и в § 7, Л№ есть наибольшее собственное число мат-

матрицы чисел (А}Ц,А^ )у; j,K = 1,2, ... гц,. Элементы tf,VK op

тонормированы з z • поэтому

. Нетрудна убедиться, чтоХ^еоть решение задачи Ах =| , а

^
- приближенное решение этой задачи по Ритцу. В книге авто

ра [3] показано, что1&* klX*f ; отсюда

Теперь из (IL8.5) следует, что

A^- (П.8.6

3°. Рассмотрим теперь случай (П.8.2). Неравенство (П.8.5)

остается справедливым. Для произвольных элементов tt-еУ и (ЗсУ
имеет место неравенство 1(гЦО)| 4 lrt Йу f H^iy* . Используя

уравнение (П,8,4) и ограниченность оператора )\ , обратного
положительно определенному оператору Д , можно утверждать.что

£

Теперь из A1.8,5) внтекает, чтоИц^Йу^С уЛ^ IIJ- Ну и, следо-

следовательно, BG,J!y ^CM^ . Отсюда окончательно

f^5UJ. (г,ь.7:

4°. Обратимся к задаче (П.4.1*2); сохраним все сделанные i

предшествующих параграфах доцущения о данных и решении это;: за-)
. Возьмем целое,число Ь^ , 0^(^24, а обозначая %-*25'Ь •]

'

Й?(П) У = % "СШ Z = LO23|Введем щюотранотваХ " Й?(П), У = % "СШ ,
Z = L,
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Тогда XcZ^y ; как и выше, нслик сверху означает, Ч£о функция
из X удовлетворяют условиям A1,4.2). В данном случаеB^\fj^(fl\
поэтому расположения пространств (IL8.I) и (П*8*2) ооответотву-
ют значения» 0<Ь<Ь и 3<f/<20. Чтсбы доказать, что наша зада-

задача соответствует схеме п.2° настоящего параграфа, достаточно уо-
тановлть справедяивость оледукрпс утверждений: а) сператсры А
и А" ограничены, б) оператор А положительно определенней,
р) энергетическое пространство оператора А совпадает о Z» Ог-

Ограниченность оператора А очевидна. Далее, з рассматриваемом на-

нами случаеУ*=Х � отсюда вытекает, что А «А ; нетрудно также

убедиться, что А • оимметричный и положительный оператор из

X = У в У » и что его энергетическое пространство совпадает с

j£. Далее, если будет доказано, что оператср А ограничен, то

положительный оператор А будет положительно определенны.Окон-
определенны.Окончательно, нам будет доогаточно доказать ограниченность оперетс-
1)8 д •

к ъ
■

По определению, А боть раои-фениь оператора (\ , опреде-

определяемое соотношением

A*A
row (П.8*8/

Оператор Д положите ьяо определенный з 2 = L^CQ) t жа-

жатому он имеет только "ривиалышй нуль. Докажем, что у расширен -

ного оператора А нет других нулс^.
Цусть Ахв - 0. Тогда ( ОС^, AW- )? = 0. Это значит, что XOf

рассматриваемый как -^ункционад э£
- Ъ^Л), аннул руется на

множестве значений сператорп Д , т.е. на всем пространстве

LrjCQ)» Но тогда Иьа 0, оператор А не имеет нетрявиальнкх ну-

нулей а существует обратнь-й оператор Д" * ;^лэе, one] тор ^ оче-

очевидно нетеров, и его индекс равен нулю. Как доказано в статье

автора [9] (см# также [153 )( оператор Д также нетероз, и е~э

Игглекс раьен индексу оператора Д , т.е. равен нулю. Только-что

1-;ло показано, что подпрос'х^анство нуле? оператора А имиет ну-

нулевую размерность, а тогда нулевую размерность и подпространство

куло1 сопряг:егного оп-ратора А . Отсюда слезет, что оператор

А определен на геем пространстве W/^" • В то ке время он

замкнут ■-ак обратив нетерову (л, алгдорато;;ьно, за:й:н"то:лу)



t;

оператору А • И» сказанного следует, что оператор К ограничен»!

5°, Как и в § 7, имеем <}(t) «tf*(t)P№(t)t где BvCt) - по-

подано» степени <& в &**• и

Л llAL 1АФО1
Л

ГСП к#*

Оператор А ограничен, поэтому

Рассмотрим оначада случай 5>6, «ли t<A, что ооотватотву-

ет раооолохению (П.8Д)« По неравенству (D.&.6)

^ (п.в.в)

, do теореме 11*2,2 ,

*

A^ Сс • to i

(П.8Л0)

Теперь расоиотрим случай 0<4<4 . Нвравеиотво (IL8,9) w-

манявтоя боле? простым:

и из формула (Щ&.б) следуат
s3W (г)

'

4 ^

отсюда одадует оцеака
*

Опенка (О ТСГ, точнее, а оцекка (IT.8.II) оовпадает о соот-

оценкой отат«д Шепошриковой rl3 »

Заметки, г с при р* 2 а i>^ сценки Лвьина [5] с

ст с ооответствухяцамн оцеккамл ?5 ?, В ; кул р= 2 н ^_
ки Л:*даа несколько хуже, чем ооотвлгегь^^в оценке § 4 (?
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й § 8 ($<6 ). Шапошникова показала в [3] , что указанные ад&оь,

оценки Ипьгпв могут быть улучшены* . . >

Некоторые вопросы оценки погрвшнооти метола Ритца з обадос

банаховых проотранотвах исследованы в статье Шапошниковой [4J .

§ 9, Метод Бубнова - Галеркияа , .

1°. Основы метода Бубноьи-Галеркина, а такжа более общего

метода Галеркшт-Оетрова изложены в книгах автора [2J и С4] $бу-
дем считать, что эти остовы читателю известны. I °

В данаом параграфе ш будем заниматьоя оценкой погрешности

адпрокоамашш метода Бубнова-Галеркива, впервые, по-видимому, уо-
таяовленная Красйссельоким [1] й весьма общей оитуащт - для нв-

линвЯных уравноыий. 6 разных вариантах эта оценка гзлохева о по-

дробными доказательствами з книге Красноо<зльокого и др» [I] ;там
же приведены необходимые, литературные указания, Здась мы ограни-

ограничимся тем, что приведем (баз доказательства) названную оценку в

простейшем случае* Цуоть До оамооопрякеняый положительно опре-

определенный оператор в некотором гил] 1орто: чн пространстве HtDC-
лиаейный вН оператор^ такой, что©($)эй)(А0) s T=A*j3C -

оператор, вполне непрерышшй в онергетическсм пространстве-

Ч/стъ А =А0^Х, и уреваениеАха 0 имеет только тривиальное реше-

решение. Тогда неоднородное уравнение Ах *| r VjC H t имеет одно и

только oimo обобщенное рсгаениа (им являетоя рвшуниа уравнения*
Х+Тх = Ав| )• Обовнаяйм **то решеняа через Х»\ В этих условиях

(см. книгу автора [23 ) при доотеточно большх tv оуществузт од-
одно и только одно приближенное решение 0^ по Бубнову - Галерни-

I ^ II
р ^ уу

ну, и Ix* ^Щ^^5р\ I'I - порма в Нв . Упомянутая выше оцен-

оценка погрешности имеет вид

здесь S>n^) имеет тот же омыол, что и в предшеотвуюдас йврагра-

фвх настоящей главы*

Работы Вайннкко [I. 3, 4, 9] оодерке? оцопки аплроксш -дни
для метода Бубнова-Галеркийа в случае, когда координатные влеме-
чты суть собственные элементы самосопрдаегшсго операторе, охсд-
него (т.е», имехцэго общую область определения) с А • Работы
т°го же автора [5, G, 8J. посвящены оценкам погрешности аппроксл-

метода Бубнова' - Галеркина в проблема собственных значений
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Оценкам погрешности аппроксимации для метода Бубнова-Галеркина
поовящеш* работы Двдакариани [I, 4-7, 9] .

2°» Цриведем некоторые результаты перечисленных выше работ*

В статье Дшшариаки [4] уравнение

рассматривают в предположениях, упомянутых в начала данного па~

раграфа и при дополнительном предположении, что з йроотранствв

HQ вполне непрерывен оператор ЗСА0 « Ц/сть В - оператор, оход-

ный с Ао i эт0 значит, что В - самосопряженный положительно

определенный оператор иЮШ) =Й)(Ао)« Допустим еще, что В (а,
следовательно» и Ао ) имеет дискретный спектр; пусть ^к * ^к *

собственные числа и собственные элементы оператора В • Примем
алементы tTK за координатные и обозначим через 0^ невязку при-

приближенного решения X? : 5- « А,ОС? + DCx^ " ? ; допустим,

^e-SU^D ) t Ъ >0 г при %- 0 это допущение очевидно

выполняется» Доказывается» что 8^1И -0A) • В статье получе-
получены оценки

Здесь М - норма а Но - энергетическом дрюстрайотве оператора

Ао • I - тожнеотвешшй оператор; Т~A + Ао %)~ , Т, =

Ч1ЭС<)Ц
Вайааккс в [9] рассмотрел более общее уравнёнаа ым Ах*|>

где А оператор, действующий и» одного банахова пространства в

другое. Ш изловим здесь результаты упомянутой статье, относя-

to«acfi к уревнешш (U.3*2). :io-npeKHe^' пусть В - оператор,схо-

оператор,сходны^ о А в И ;устъ Р^ раа.чожение единицы доя оператора Б *

Обоэаачвш Hv — PxH* Прябдиженннч решением уравнения (li.9,2)

пазовом на этот 1>аз реаениа

что прг вс«ото;-ом dQ f 0^du^i , оператор



Д
'

Jv A
°

вполне непрерывен в г! � Дусть Г - замыкание это-

этого оператора я Н ? Eonycuw, что упавне*ше имоах

тогт-ко трехзальное решение. Пусть еше точное решение С&вс5ХВ 4\
Toms существует такое Ле , что при Х>ЛО уравнение (П.9.о)

1г.меет одно и только одно решение, и при <&D4-d- <-оЦ верна оцеп >

Рассмотрим краевую задачу

допустим, что оператор этой заяэггаг который

чйрез А , кожнс 1федставтлть в надо A=*Aoh^ » г ог.прг.тор

п южктельно определен в L-СП) к oncj^TOp 1 — MffJl ^псхг-не на»-

по
- энерх-етическом трострачстье ог;Сгэт;.ра /\ а

Попустим далее, что гранича области Я. достаточно 1ладкая. з.

юз&ча (П.9.7^ шиеет не более одного гешеяняг горда

это;- задачи суншсл'вует (мо.гет быть, чак о^о^еннос),
'з:о это рвение ^^ W^ Ш) t L-де ^ достаточно ьвя&ко. у} со-

о-:ве:стригг с чисткам случае*.: в;:догзмсиенчой схетлк Каяторогота t

-■:-лоа!тни.л в г..2е 5 7,^сложим

-.лее, пусть t-^0, 6 = 25+^ (см. п.3° § ?). Ввелем vo ле ко-

', :^: :'iT4:ie рупкгхий, ^то 4 в г.? ? 7, и г-.треде,/:&л проекторы тем

т соотноыекяегл (П*7.6). Тогда остаются в с;да все раооух;\?мпя.

. V, и м-: нахидгш, ч^о оц&чка 1П.7*.1ГЛ сирар.^длизй и дл^ приб-

Жениого ;-,ei;:6iiiw задачл (П.9.7), полученного по ^е

:i - Галр1-:;кна при yK.^3aHi!Hx выше координатных

Точ]*о 11й;-::г0 '"^трудно уо"'даться, ч'го Л-^г за.датл (Г4.£-.?!* ве-

; Tuj спечкк млпд;:*гх прЖойиг&'Ш. получекг ;х s ■! 8»
5 10» la^nouT:

эгэслн jc глето^. ?: xo;o-
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шо освещена в моногра<£наческой литературе, и мы ограничимся здесь

самыми краткими указаниямиг Более подробно изложение можно най-

найти,, например, в монографиях Ваэова и Форсайта СI], Бабушки, 1&-

тасека, Црагера [Ijr «5арчука [l]r Годунова и Рябенького [I]*
I0» Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Лапласа в дву-

двумерной облао^л Л с достаточно гладкой границей:

^^-0 ,t-Ct»ft.)cn .at^-sf
ГЬотрсим квадратную сетку с шагом \\, � Обозначим через ilj замк-

замкнутое подмножество Л , обладающее тем свойством, что всля^сЛ
то jnpii любых числовых значениях £ , |$|<4 * будет(Ь^$к,Ьг)£-
еП и Ct^t^ + S hl^Q .В точках множества 1"^ уравнение

Лапласа аппроксимируется разностным уравнением

А-й'»

в точках множества Л.\П^ д/ш функции {Г строится некоторая ли-

линейная интерполяционная формула, позволяющая имитировать крае-

краевое условие.

Узлы сетки» лежащие в Д , называются внутренними, а узлы,

гожаюие в П\^ - граличными• Во внутренних узлах запишем ура~

внвнио (ILI0.2), в граничных
- упомянутую выше интерполяцион-

интерполяционную формулу* В результате получим некоторую линейно-алгебраи-

линейно-алгебраическую систему (сеточную систему), о которой известно, что она

имеет единственное решение Х^ .

Доказывается (см» 1&зов и Форсайт [lj)t что если точное ре-

решение задачи (П.10.1) Х%^-С ЧШ и $,% * функция, определен-

определенная на узлах сетка f лежащих зA , и совпадающая там с функцией

о>^, то

\^^Щ (п.ю.3)

Здесь U - не -оторая функция, непрерывная и не-трицательная в

£1 # М - верхняя граница модулей частных производных от Х# по-

порядка ft �

Низкие результаты содержатся в тоЛ же монографий длл обще-

общего эллиптического уравнения 2-го порядка з области £1 любой раз-

размерности и для белое общих краэр-ix условий.
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И монографии Бабушки., Витаоека а Драгера [IJ даны оценки

погрешности аппроксимации разностного метода для бигармояичес-

KQVO уравнение на плоскости,

2°. Рябенький и Филиппов доказали весьма интересную общую

теорему об оценке погрешности аппроксимации разностных методов.

jTa теорема подробно доказывается з монографиях Годунове ж Ря-

Рябенького [1J й барчука [I], Рассмотрим вычислительную задачу

вида

Л

Здесь X и | - функции, искомая и заданная, оппеяеленв**е в об*

^/.юти ll^l^t)V fr if - функция, определенная на <Ш , L T^ U -

операторы. Пусть задача (П.10.4^ замвногв глям^ст

,
' K*S '

cn.xo-.s>

s потери X
, j- f У - сеточные- 1ру1-шийи9 i^v-v^oauw-.a» к.-

говоря, различном оространс.'иам сеточных о-'ункцкй, так ч-^

Цусгь ( •

)pt- оператор, арвоораауший фушицш^ эадаилуш й
П или aa3fir в евтечную .^уняЕшюг ааданнуо иа осот&етотвуюиюу
тожестве узлов. Теорема Рябенького - Филиппова состоят в оде~

спхазвдаивн аплроксймадконныв неравенства

и пусть обратный оператор задачи (П. 10,5) ограшгчеа
°т rv, так что

Тогда справедлива OL-нка погрешнооти апдроксимацла

@.10.8)

§ II. ,/,етод кодд^кащш.
I . лет м«тод flu,- ьпврвыв орвдла»&н лахтертпем и его



отагье [IJK сущность метода такова. Цусть требуется

Aoc«]r : xeX , )еУ , (П.ГМ)
л;шайностл несущественно), в которое X и У - йана-

утд та^стовяствя. А - оперзторг дейстеуыц^ из X в У пряч

№:менг; пространства \l образуют подмножество множества функ-^
•ыЛ, не!*>ерывчых ь-з некотором компакте JCcRJit, BiirtspeM иекото

пую п::олвдоьателх».чость конечномерных подпространств [Xrt] » пол

kvo в X :. п полсшш diin Xlt - ^T(t^) « ^1Г ; Чг = АХA.
Нуот г.- cv!:(&ctbvcv опе^татор А - определенный на т:сем прост-

;м>1сч-,.- [J t еогд1) С1'1*аУл ~jf а со^ле;;ов.пгч;.;ьнисть {U^J нолыа

^ М :^;ч-Е если{^к},к - Г, 2> ,,,<Ж- базип в Х^ .. и

- AlU - t«-)C , то [%к\ ест; ^ааис в У(. .

i:uo^{;j;rf в X точки ц
= t|" j j = i »^м j «?Л , на

лет коллокацьш. Ирк^лкаённое решение 1*щем как элемент по^щоо

L

и определяем коэффициенты dK из условия, чтооы уравнение

(lUIIvI) выполнялось в узлах

2% В рйде работ исследуется погрешность аппрок лмацаи пао

оматриваемогс здесь метода» Приведем здесь вглыеЛшие рээультат!
некоторых 42 с-тих ря^ат. Сразу уэ отметим, что лаксторые оценк

погрешности, а также дополнительная библиография пс*

С* ропрооу, приведекн в ккг.гах Кантогюв^ча ь. Акилоет [I]
кого п др. [l"|*

В работах :гарпиловокой [I - 3] изучена сохрЬ'Лност;>

ко^шокадиончого метода для обыкновенного

ного урвавеи?я ьорадка *2 при условччх порвин краовс^

Г^с;ь урыненае задано нв чрома^ткз ft4t4& , и дузть тонной 5

*ол ? х-тде полял^ма сгваею? гл&Ь , удов-зтворлхдд.-го краввь:^ ..

Цусть коэффициенты ^ сгюОодшы ^швн д;!:л>,ереи:-.ми
ьт-а1Т к: лосу (J(l|i)[a,6j . и ц;.сть -'%тача j
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•-,ieex не более одного решения. Если в качестве узлов киллокахда

Чебышева шш Гаусса > то соотввтотвен&о

(ft)
, я tft ^

tit)

а цитированных работах Кпрпиловекой рассмотрена также ne

олгл краевая §&дача душ уравнвнася

квадрате R". 0^ ,1/^43С ' За коордзшатные функции взяты соб»

ш той Уо залдчи для урогнения Лапласа:

- точки j ~--т 3C » тгтг

ov coocTBftuHUX чисел рассматриваемой задачи, и р ,

со (X^Vf - приближенное решение)

статьях Карииловской [^» 3J рассмотрены и некоторые

г^°. Б работе Габдуяхасва [I] расоматршшет^я иятсг;')адьаов
угавнение ФреДгсльма ^

в пространстве 25t -периитугсеекюг фучкш-:й с С-пормоЗ, 1^
нов оешоние строятоя в Е^де к^гоочно диЕейяой -:«уяяци о углош*мк
точками ^«tj =^Jv/fv ;. эта жи точка суть узлы кодлогсещш»

1>аэтся а;,ед>ацее утверждепч^ LVctbjM- отлично ст

члеел ург^внеяия (IL'lI.3). a JV таков^, что

алгебраическая сдегвмв метода ^одлокадяк идее* сд^гств^а

р.-шение. Ц. ■. зтом, если fltt(t) - точное, я flbJ^U) - op*-!"*-
ое гвшечае ураЕ'»си;:я (П.II.8), то -



- &1 -

^^)■ (ILir.IO)

Здеоь R =* Я А 1И А II - число обусловленности оператора А , а

СО в двух последЕйх формулах означает модуль непрерывности.

В той же статье Габдулиаева [I] содержатся и некоторые ре-

результаты, относящиеся к сингулярным одномерным янтеграшодм

уравнениям,
4°. В книге Зядъбермаяа к феодорфа [I](onu также книгу Ми-

хлияа а Пресдорфа Li]) метод коллокацьш применен к сингулярному

одномерному интегральному уравнению вида

(IUIi.Il)"

Здесь Г - окружность Jt)* Ь ^tt) и b(t) непрерывны и икмвол,

не вырождается, гак что utt)"& Ct) ^O » tcf ; Т - оперто]
вполне непреривнчй в LpCT) , i<p<°° „ Коорлднатиые 41^нк*^й*

полиномы порядка 11- относительнон >

коллсквциа.ооввдают с точками lj -0Хр^ :™^>) . Пусть

cUt)«octL(t), Ы)~а(ХукЬу, i

.ad), Sct)cCc^4n; T:LPCn
Тогда

")' X(y;- (и.п.

. Некоторые резуль^та яолучеаы и &дя ^раваенкй вида
с вырсжддюигмся оммволом.

. Ц)еодор5 и Шмидт [13 рассмотрв;гл ;]gafcg; колло^ацад дяд

нешад (ПЛ1ф1Г) при Т*0 с

коорданвтнумк'фуштыии, углевии точка кшррих
f. о уалачш каглолаци»»1 Осиовной ре^хьтат упомянутой статья

о*>ц,до:
*

рдедущем: пусть ко^лциек-га fl-Ct) n 6ct)
Дел того, чтобы па.аяйиЗ здесь м^тод кЛдиюкацаа сходился

з достаточно, что^ы

Д&Ш^О ; Vter, УХсЧ.НЗ . ^.

гтом a.&eUp^CO» |>GLipx(.r) , то
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Некоторые результаты получены в цитированной статье и для
..,

разрывмых символов»

5°* Ряд результатов по оцг гке погрешности апщюксямациж дня

ирарнепиЯ Фредгольма и одномертлх сингулярных интегральных ура*

Ьнерый содерк11тся в кнлго Пабдудхаева C^J*

I
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ГЛАВА Ш

Погрешность искажения

§ I. Шгрешлооть искажения линейного свободного

вычислительного процесс.?

1°. Еогресность искажения вычислительных процессов исслсдс-т

вака в ряде работ автора и его учс.никор; первая из работ автора
птого направления [43 опубликована в I960 г.; работы периода :

ГЗвО - 65 гг. суммированы в книге автора QB3; эти раСюти тесно |
связаны понятием, тогда же введенявм авторов, оо устойчивости
вычислителл.ногэ процесса по отнгчшнию к искаженна. 3 кн*:ге [б]
содержатся и не публиковав;ш&еся ранез результаты, в основном

оаюгциеся нелинейннх вы шелительных процессов; эги процессу бу-

будут рассмотрены нижа, в главах УО-IX. Ряд результатов оыл позд-

позднее лодгучея ,длл погрешности искажения метода конечных, элемент

(см. работа автора [13, Ц]); результаты этого п-;ана б^дут рас

Б двпкол главе мы яалоглм результаты, относящиеся к

нию линв.1к;-'Х вычислительних прогтеосоз и полученные частично в

упомянутых выа1е более старых работах, частично в более новой

работе автора [33J .

2°. Рассмотрим линейный свободннЧ вычислител^кий про'деос»
в решении последовательности иеэал^екмых уравнений

д СП) я(») СП) v
ОО

Здесь Х^ и У^ - банаховы пространства, Ап - замкнутый лап!
Huiii оператор, стображап:^й Xrt «а У№ � \1ы принимоем, что опера*

горы Л^ ограниченно обрат^хмы, так что каждый из операторов AJ
cyuiecTByiT, ограничен к опредолэн на всем пространстве У^*

Искаженны/ вычислительный процасо, который встестьен.(;о тиК|
кс считать л^нейты, имее? вид

.<1о;.шо считать, что оператор Гп - искажение оператора А*
в том tL^f ином смысли лаал по сравнению с Дп • Примем, что

чина яА^Г^! лфжвт быть сделана сколь угодно мало!;.

:..,..,-nn >f'-rt>
также мо^о считать сколь угодно малой/дазке в

лине ню'"' теории это доп^ -T'v.c j^e играет cyaiecT*o.4Fio:i p
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для последующих расоуждений.

Оценим погрешносг, искажения процесса (ШЛЛ). Зададим ч*.:с-

ло |3 , 0<j5<1 , и потребуем, чтобы 11АЛГ„, i 4J5 . Щ,и таком ус~

лоь. ы оператор Ал+ Г^ ограничение обратим. Действительно ( Jn -

тождественный оператор в Xft ) Aft>+ Г„ » А№AЛ + А„ Q. Первый

лшожлфель ограниченно обратим по предположению, второй - по из-

велтной теореме Банаха, к

Решение уравнения (Ш*1.2) с1»цествует и единственно;

Решение уравнения (ИЛЛ) ЗС-^^Ац! * поэтому

т Тх^ (ШЛЛ)
йслл 1 тождеотвенный, а 1 + 1 ограниченно обратимЦ опе-

оператор в некотором банаховом просТ;»анстне, то QV f)[(I+/) "П= Г
г, следовательно (I*1f)" "I ~-A+У) f . £ частности,

замечая е.це, что iKI^ А№ Г^) И ^ C^l"^) f аи прюсодшл к

иске ,1о: оценке погрешнэотк ис;;ажвняч:

Ъ^'лщ] вытекает несколько бояее простая и Золеэ удобная дяя

'J. 1.7) доз^олягеа? оц?!шть ьэггзиность аокажещш
) ^

2» Устс'!ч;*.ро^ть сео(Зодиого процессй г>тносх-.геяыю

.'*;...•• i*s? * интересный $
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^
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в том или ином смнсле малы искажения Г^ и $*ХК Такие условия!
связаны о понятием устойчивости вычислительного процесса отнсь

оительно искажения; это понятие сформулировано в книге автсра

й и несколько уточнено а его работах [17, 22J» .

Целесообразными оказываютоя дева несколько различных ояредв

ления уотойчивооти. Согласно первому из них мы называем щюцес

(Ш»Х*Х) устойчивым относительно погрешностей иокаженйя в поол$

довательности пар простракотв (Х№> УцЛ есди существуют такад

положительнне числа p,tytb ( что из неравенства lA^P^I^t
следует однозначная разрешимость уравнения (ШЛ*2) при любом \

н неравенство .

(

Второе определение имеет омыел f если искажения Г^ суть oi

ракиченные'операторы. В этом случае можно назвать процесс

(Ш.1.Х) усто^чнвим относительно иокажания в пооледовательноот]

пар цроотранств (Хп,*У^* 0СЛП сущеотвуют таки& положительны*

яоетояняне р, §,Ъ * что из неравенства 1|Г№К41 вытекает одно*

эначная разрешимость уравнения (ШЛ.2) при любом (t и неравен

'

йиже мы $№ краткости будем говорить Р что вычислительный

процесс устойчив (или неустойчив), если оп устойчив (или неуа
тойчгз) относительно погрешностей иокажения; там, тде это не

может вызвать недоразумений» мы будем оцуокать олова "в поел*

довательности пар пространств (Х^* У^)*»
2°. Теорема Ш.2Л^ Для того, чтобы внчисдительнкй процесо

(ШЛЛ) был устойчив в с '^сле первого ощ деления, необходимо

достаточно, чтобы

IAUC ll*C ; CC

условий A^,2.3) сразу внтекает из оценки

(ШЛ.7): есди указанные условия выполнены, то тожно положить

Ь-fi t0<^<i, а из (ШЛ»6) следует неравенство (Ш.2^1) с пас

ТОЯННЫМИ

Необходимость, фсть процесс (Ui.I.l) устойчив в смысле шз
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вого определения* Дрпуотим, что Гц,»0 * так что иокажаюяоя толь-

только свободные члены уравнений (ШЛЛ)» Неравенство (Ш»2Л) яришь-

мает вид ЦтЩ\Ь^\ , где f^Xf~<\ Д*дее, в данном

случае АП2# =| + 2>
*

� поэтому А^ =5 а, следователь-следователь^ д

но, * \Ч 1>Ц, lltjr й • Зто означает, что^ нормы 8f\^i огра-

ограничены независимо от tV j мокно положить С-ft •

Чтобы доказать необходимость второго уоловия (Ш»2.3), допус-

допустим, что 6W=0 • Тогда, ecjfti только 8А^Г^1 *1Ь
, то

Шложим Г^^ъА^, Уравнение' (ШЛ»2) принимает вид

I ~| , Отоюда Х# »A*10 Х^ и из (Ш.2.4)

следует f что 1х# 1 4p(i+^)"C0tvsT *

3°» Теорема Шр2,2, (ом. работы автора \l$ 8J), Дня тохч>, что-

чтобы процесс (ШЛЛ) был устойчив в смысла второго определения в

последовательности (ХлгУ^)# необходимо и достаточно, чтобы бн-

ли выполнены следующие условия: I) К А^1^С4 «(JOJVst ^ 2) су-
существует такая постоянная С3 > ^о каков бы ни был линейный

оператор 5^ с единичной норвяой, дейотвущий из X*v в Уп
ведтшво норавенотвб .

Необходялюоть условия 8А^И^Ц доказывается ток же, как
и в теореме Ш»2Л, Докажзм неоЛходаность уоловия (Ш.2.5). г^от
5 -0. Шлокны Г^^еВ^, £«-C^6t<t « Тогда (А^Гп)Х^
Г) отсюда
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х*"

Ьревнив это

ном случав

о с неравенством устойчивости (Ш,^«2), которое в дан-

данлрллимавт- вид Н^4) - ОС*'01 «* р II Г№ ( , получаем

Полагая здось 6~**0, находая, .то условие (Ш.2.5) выполнено I

со значелчем С = р»
Теперь докажем дсотаточнооть уоловий теоремы* Полого ;

^€t и потребуем, чтобы Ifnlkl, „ Если 1^ =0, >

то х х рj
ма доказана. Если же Г^ ^ 0

^ то пололчм Brt=r,/ilji; ^^ = |

И'Г14IICV AJJII
• «AJ! •!Л 4 -^«Л. (_>8)'

ЛЬ фор:луло (ШЛ.5) яаходам из первого уравнения (II.2.7)

*:оравенстьо устойчивости (Ш.2.2) выполг'чется л^и значекких "ос-

ташиис

Crt)ti
Х И

и Crt)ti
44 Одедствие Ш.2.1. Зслг нормы НХ№ И с-рагшчелы в совокуп-

ност", то г/л усто.нч.:вости процесса (lii.I.I)
'

смысле второго оп-

ретеленля к^обходкмо и достаточно, что^ы IIA

с./Т-".,э:\ обычно ,рс.гэча:сщ:;:хя прл рог:./:;:зац:щ

;::;"-::-:ен.. jx ;.;:тояоь. Г^/сть Хд ^угь гздггюстгаьстза гростра':о-

г:-'.ч X »

''

i^cTb X^n) rfrr^TxjX^ ; и ;.том случае нй^ов-зм вычйслл-
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тельный процеоо (Ш.1Л) сходящимся. Для такого процеоса валики-

нуИХ* й ограничены, и доя его устойчивости нэобходамо и доота-

точно, чтобы HA^IUC, «const.

Следоиие Ш.2.2, (Суворов [!])� Для устойчивости процеооа

(ШЛЛ) в смысла второго определения необходимо и доотаточяо,

ЧТОбЫ
-< И (и)

IAJUC , 1А№|-|Ф/иСа; CnCs««met.
(HL2.9)

Достаточность условий (Ш*2.9) я необходимость первого из

них очевидны; докажем необходимость второго условия.^
процеоо устойчив» Б силу теоремы Ш.2.2, jjA

Vu^, nu№l=i # Допустим, что приз^едение IIA^I! ' ВX, II не-

ограничено. Перейда к подпоследозатель;юстиг можнс считать, что

!1А№И f fl3^* Я и^Гоз0 . 1яя каждого tV найде.л такой элэмент
) чтобы |^W| = j и || Д^ ||W| ^ £. J Д-^ || # построим долееy ^ ^ | £ J Д^ | р

лчнеЙЧий фзгнкцио1шл ц, , определенный на Хк » со свойс

ясно, что|Вц1= I. й'еем АЛВ„Х» =ИХ^"||'А№^ и

«Axe»* I 1А«1 • 1<О й=Г-°° . ^° проборе-

ч!т предположзнли,

Лз следотлря Ш,^.^ сразу вит^касг

Следствие Ш*2,3. ^олч норлл! QД^Я гголсжительго ограничены

снизу, тс для устойчивости цроцзсса (;и.ТЛ)ж,п смысле второго огь

'-•епелрпил необходимо и /остаточно, чтобы В А/ Й^С* , IIХ^ 1Кц ;

Ц ,Oft — const • "ел:: еще проц.со (la.I.l) -

сходарЯсл, то для

его уого1\тг.в^с^'лпео6>:с"^чмо z доотеточно, чтоби 11А^!1^Ц.
-icr-cTBirj ll',2«c Аск-зачо в книге ав/ора [£] ::эзар:тсимо от

следствия Z.t.Z. -t

5°. "oj-i:. вгфиА^Й = °°
, :о процесо (UI.I.I) неустойчив в

-оследоватпльностк (Х^,У^)- 1-^ассмотр?1м общу ел,/ ал, го.гг,я

^г 9 Аи Ву^_^^^оо # ..рг-.эм нсвг"> проспг^нстЕа Х^ к У^г ко-

:''.<\iv сопг-з^'Л' сог-тр^:Титьс:£;"о с дл л Уп как 'ii. /-естп элг :'.н-

ТЭЛ, й0 trv-:, в НИХ OJ.:.C"aj'LI?jTCSi Эрклу1?№1
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Таорема BL2.3. Для того, чтобы цроцвсо (ШЛЛ) был у£той<ш|
в смыоле второго определения в последовательности ( Х^» У**)»
нообходимо & достаточно выполнение нераванотва

Д^саэа^ельотво ораэ^ ьытекаат из соотнсшвний (iLf2«S)9 на№
оаниых для простраяотв Хи. • Уи. » я нз очевидного тождеотва
II к~\ 9 i

ГУ ТУ

_^ П1.2Л. Теорема Ш.2.3 оотаетоя в онле, если нор*ш

в XIV а У№ определить .

где ТцИ/) - лвэбая положительная Фуакцдя от W , такад, что

$ 3. УотоЯчивооть процеооа Ритца
1°. Метод Ритда коротко ошоая выше, в § I, гл«Ш Обоаыаяя

чареэ ftttv) а | вектор о составляющими ^
f JU(| > ^мк )> К « I, 2, .„tJf t а через JU^ - матрицу элементов

ГДи, %t]3 ; K,j «(,1,,,,,/- иатрицу Рятца, е зашшем cacti

му (Ш1.4) в виде

и

«Ш^»} *шМ|"\- л (ш,зл)
раоомьтршвать ft01 и |(rt) как элаыеаты цроот^ийо^ва Ra r

Дп как оператор в Rn , Еоли применить к данному ал>час обцуо

схему ? I глЛ, то Х*НМ Х^8*^ t ОС* ft09 • ооотяотвн

Т/^ сдается састемоЛ (В.!»'.; или, что to же, с«оте«ой (Ш»3.1)
R НА » оггрвдаялвтоа ^

3

2,0 методом Pimfc свяадт; два вы* дотельша процесса:

oo (Ш,3,1 . приводяи^й к Bv<TiiceHifft? тзсктораp
d % ж рродесо и?*'числв1т^ пр;:Лли-?омнкх р^гегдй о££*л Ъслл обоэ-j

1

(:..; л), to
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имея в виду применить общие теоремы § 2 наотоящей главы, завин»

i;:oM этот пропеоо иначе. Будам рассматривать рн как оператор иэ

&пв X ШН^ f тогда существует обратный оператор 5^*^ fc
•

5 X(lt) « ЛС1>) . Пэдотавив это в (ШЛ.2), получим Предаю,

рвделяюгций приближенные решения:

AvS»0& =| . (!П.З,3)
Ниже в данном параграфе мы последуем уотойчивооть обоих ука-

указанных здесь процеоооя в омыоле второго определения § 2 наотоя-

щ&Й главы»

о0» фоть в некотором гильбертовом проотранотве задана пос-

последовательность вида (ПЛ.5) фоть. далее» Gn - матраца Грама

элементов Уы , tf^,. •., if„jf я N^ - наименьшее соботвеиное

чхояо этой матрицы. Шследоватольность (ILI*5) назовем; пгльно

глйкйг-йальной s Н » если чиола \(£ ограничены ониау, йолонситель-

Ш1м числом, не зависящим от IV •

Понятие оильной минимальнооти ьел
г

лдакин Ц13 мя после-

последовательностей вида (П.Г.6); некоторые овойства таких доследо-

вательиостай рассмотраны в книге автора C8J.
Теорема Ш.3,1» Для того,'чтобы процеоо (Ш,ЗЛ) ьячислеаия

коэфг^ищентов йшщ был уотойчив в последовательности (Rrt,
необходимо и доотаточно, чтобы координатная оиотема была оильно

минимальной в энергетическим пространстве рассматриваемой зада-
задачи.

.Латрвда Ритца оовшдает с матрицей Грама (в энергетической
метрике) координатных элементов ifw , У^%, • - . /^njT» Эта мат"

pKuui - симметричная и иолояеителько определенная, и t ооботвен-

ные ччела положительны; пуоть Хм - наименьшее из них, Обозна-

А
^ л

п оператор» порожденный матрицей М>п и дейотвуюгций
в Rrt,» В данном случае элемент X* E 2 глЛ') следую отовдзет-

вить о ft^- решением оиотемы (Ш.ЗЛ). Очевидноf \\%8е \
3d теореме Ш.2Л, для уотойчивости необходимо» тобыЙД I

ь или Лн? уЪ) • Чтобы доказать достаточность условия

^с°ре*;ыг остается проверить (ом. следствие Ш.2Л)* что нормы

ограничены, Г^оцесс Ритца - сходяыцй*ся в Hi » поэтому

4С.
-- ■* -

А
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Отсюда ea^lKVCj С * Теорема доказана. ^
<

Для клаосического метода Ритца теорема Ш.ЗЛ доказана в ра-

работе автора [4];'общий случай рассмотрен здось впервые» ;

4°* Теорема Ш.3.2. Для того, чтобы процесс (Ш,С.З) вычислен

ния приближенных решений пс Ритцу был устойъш в последоЕатель-;

нисти пар пространств (Нд*\ Я^), необходимо и достаточно, что4
бы координатная система была оильно минимальна в НА � |

Цродесс (Щ.З.О) сходящийоя ъ НА . Ш следствлю Ии2Л, душ J
доказательства теоремы Ш.Ь.2 необходимо и достаточно установитн

что норш IIA^ig -*-Нд огланичезы* В данное случаэ следует о

адеотвкть оператор Д^ о Мп$ъ =MKpt » зек что А^^р^
'*

сю со> .с»)- / а\ in) i

Имеем Х+ в Рп^* • Т;ак мы видели Баше, 1Я>* «^ч^И^Й-^ ( п#

Но 0^ =Ж^]. и, следовательно,

J:4i того, чтобы последняя ьедич*:на была ограничена, необходимо
е достагчсао, чтобы координатная оисте:4а была сильно

ъ энергетической норме. Теореме доказана.

Дая к^шооического метода 1итци достаточность условия

«и Ш.3.2 доказана л ^тгтье Яоксвской а ^евла^ [I], а

еть - в кчгте автора [г]. 3 с-З-хи сл>чаях метод /о4;

отличен ог /атоад^лого вше,

^пт метзд Pi:i-zia р задачи-, о сг.ктос о.п -эсопр-джеаного о..&р

го^а ^т.ллТ^ гк-дполаг.^тся л'СГ'гетг-; .), г^.ь к^агсл^'-'-'о:^ ». :Г

Л(, Лг:ди асе..доза;; в с^ть^ ^с-: .п [ U* ^зу:*^ \- эт ? стать!
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с некоторый* кзиененязш изложены в кнлгэ автора [&)�
S\ Ягеле дуам устойчлвооть npoueooa Ритца в обще* случав,

когда Uif Х^эО • й последовательностях пар пространств ( R

Rj 4 (Н^.й^) wm процессы могут счть ыеусю-ливцьш; (ееда

Ui|X(V *0 )» а ш введем вместо %# всъие пространства.
Л

I^gt4 Atv) - такая полохгтедмая ^У»кда^ от IV >
чг

^)CjfO"b)» % »COn5t • Vi частасо-ги, цожно положить

Х Уf^ гильбертовы оросгранотва Хл н Ул t алементи

с^ть ^Г-1;омионентниэ числовые векторы /а нормы заводы

ра этот раз_через_Ап оьиритор, порождеййнй
не? ^ и двйотгующий яз Х^ б У* , и ^удем очи-гать, что С^
1 t£^t% •

Т^ореад Ш#3,2» ГЪоцеор (Ш.РЛ) устойчив в последовательнос-
последовательности пар ьрсстрано*в (Хл'Уп^

Дро:аточйо проверять» что ^ыаолненч неравенства

Оцеяим зедичиг/ lArt
•«IV *ik

i первое т нв?"Еанотв (t'.3.5) устан ал';вэ. Lim^tw, что eow
ЧРи Г(П).\/\3" , то полу--дм* IA*ilB ^j|i|-«.

: Ь аFм6,
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tfo неравенств? (Ш.З.в) Hct^R <C/Cd к второе неравенство

(HL3*5) также установлено. Твсгшма доказана.

Замечание Ы*ЗЛ» Цусть jw£- наименьшее собственное чиоло

матрицы j\\, скалярных прсизведвяий О^м^т)н \ *»^ -1,2,-.,j

Достаточно подчинить TCtV) иораввнотБу^^О^Т (П)
Для доказательства достаточно заметитьt что Ji^
Действительно, ~ ш4- L ** ь%

Цготь \, - няжня>г грань спектра^оператора А , и пусть втеь

рой инфкмум достигается при D*o = F^ ,6^,... ,0^.),
Тогда II v I II2

Y МОЖНО ПОЛОЖИТЬ С я УА0 • \

6°. Теорема Ш,3.4. Процесд (Ш.3.3) устойчив в последователь

ностч пар прсст])анотв (Нд , У^)» ;

Для доказртельствг этол теоремы мы воспользуемся п.^иэмом сг

I'foKOEOii и Яковлева LlJ*

Уравн?кие A11.3.1) запишем в виде

A^Ct =j- j (Oi, <

w
где мы считаем, что 1 \)(ft, | ^-У^ . и сбезначэе : через А^ ;

оператор, деДструющий тлз Х^ в Уа и ^орождечнни Мс^рлцо/. iAv^,
Нарчлу с уравнением (U1.3.7) рассмотрим искаженное yiav.rnnne

;ici :енной пр;:^ли":енное решение по FidTix/ 11:.:?ет еид



а силу теоремы Ш«3.3 существуют такие числа

И:< (Ш.3.7) и (Ш.3,8) следует*

Ift- тождественный оператор в УЛ . Как Оыло доказано в п.50,

ВА  №^Х,**М • Стребуем, чтобы irj^^^JJ/tf»
г^;е 3 - какоа-табудь чяоло из интервала (О, I),

Тогда ИA„*ТнА№I1д 4(*"JW и, так как нормы ||а li^j ограни-

ограничены» то

r.^, с-«mi. (ш.злг)

!1з формул (Ш#3#Э) - (Ш.З.Х1) очеьадно сладует, что

r^^^l^i (Ш.З.Г2)

За ^ ..;ОЖНО ПРИНЯТЬ ЧИСЛО ^ «в

Vе. Частаи случаями теорем Ш.3*3 и L-'»3*4 яадяк^ся

лированлке стижвг ь гл.У, теорелш ои устойчивости процесса конеч-

3°» фсть uii \tv --0 . Тогда ироцвоо
юв Рцтца aeyotoWja в (Нуд ^v*)t а щ:оД*со

**>ннсго решени*. науотойчяв в (НЛ Rjf )• Это значат» что

Hf4iTk 1С
™

ц Ол к )Х|
*

Su^. г мо1*ут быть релнкм, ^

^-^ш калы погрешнсоти \Г^ >R
и 15 8. # Нетрудно, однако»

У^ здлтьоя, Ч1о о^еньз для J2^- x°^J в ятом случое оказывается

сУ'честьеняс мень^еЛ, new jyw з-хплчит». |Ct'^"'tt0l^ft-
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ко, гз (Ш*3.10) и (Ш.ЗЛ2) следует

правая часть первого рераввяотва оодеряпт иалкй двытедъ

откуда и следует нале утверждение,

§ 4* Примеры.
I°« jjpjo*ep_lx Рассмотрен уравнение

Оператор умножения на t -f I - положительно определеярыЯ в j

Ц/0»П» и уравнение (ffi«4.l) равносильно задаче о мяянкуме

'fry последнего задачу можно рршать по методу Ритоа. 3 качестве

координатной сиотемы возьмем последовательность \, , tv =0,1,2

Ш,известной теореме Мюнца (см., например, Нятанссн

оистема полн? в La@, l)f так как ряд оСратн^х

21 tV расходится. Из юЛ же теоремы .>4>нца легко вытекает

(см. ктГг" автора [8])» что &та же система не сильно нкннгчтэ

а гяюцесс Р гпа с тапо;1 коорданагноР системой неустойчив рЦСО
как эта неустойчивость проявятся ь счете.

При вт:*.г>а?шо* выше коордашатсой системе цри^ли^етюе

тго приводи



Нягаьем расширению патрацу Ритда 5-го порядка:

£ й 1 2 II I

2 6 12 20 30

6

7

ъ

1

1
12

20

Я
30

9
20

Д
30

£
42

II
30

42 ,

56

42

15
56

Л
72

I
2

I
2

i
4

W.4.S.)

30 42 5о 72 9С 5

Ка,. обычно, расширенные Acavpam* Ритца низшего гтрядка поду-

чзятся усечением,

оиотемн Рита: порядка от 3 до 5 рзшалко^ ка ЗЫ БГК^Л-в^ Пр*

оказалось, что для сиотемы 5-го порядке каеяушет пзрегол-

кие, я получись р°шейж*е не удалось. Тем более нз имело с*люла

решать оистечн Ритца оолзе высоких порядков. Точлив бпъч&шя*

го^флц^еятов Clk , ft = I, 2f Lf 4 приведены в таблице I* В i*5~

л:ще 2 яриведзны десятичные приближен:!.! тех же коэф^2ш:^г.тоа V.

ш-.стью верныкш знакаж. Щжзвдеян та-жв г°сяткчнав пр*^лижешш
» дл-. tt^ 5, 1!ол^чечннв слэдугш^м образом. Так я&к

кть точныз зяачеыш этюс коэфсЬициен^ов не удалось, то для

IV = 5 слементн ["aciLiipGirROfl матриин 1^тца бшш закенеаы их де-

десяти* чн;/гл прибли^^наяу^т с Г?> зкгками; после эт'>го бкл:. ьолученч

д1ес>;т::чные пргЗллдения к??йишинтов, в котор?:х >.м сохранили о

знаков.

'. .^o, о lacvi/ic Гил. Axil U^ iGrbim buiJluHill Ь f ildUr'JViDAU К<*яС1*чолУ-лНи41

близко (в ьнергетическей матрице) :; точному tj€l::s.4^ij

Б пзшэм призере энергетическая яоргла определяйте! :.ор-

iuc I *wut)xM)at

П- ;, ;=, с, 4. Результаты тгг:;аьъ.еи:: г тй



- 70 -

Таблица I. Точные значения неискаженных коэффици-

коэффициентов Рктца

JL

2/3

12/13

62/63

320/321

- 6/13
~ 50/63

- 100/107
2Q/S3
70/107 - 70/321

Таблица 2. Деодзичные при&яижения неискаженных

коэффициентов Ритца

I

2
с

4

5

I

0,923077

0,981270

0,996885

0,С92859

2

-0,793651

о

0,317460
0,654106
0,387892

4

-С,2X8069

0,200555

Ь

!

-0,1999ЭЗ|

Тпбдвда 3» Шгрввтсютъ аппроксишда пр&блияенны-ч решений i

tv т

0Д327

г

О,02С0

3

0,0051

4

0,0008/'

5 ■

Q.O0I6 '■

Tactaqs 3 показывает, что приближенные решения, вычаслеля»

dfcia погрешроот? доводыю хорошо оходглся я точному решешш в ;;
�

1гр&»е*г>ескс2 метрике. Б клаооичвокоамелода Ритца погрешности
аищюкоямащш в чяергьтлчэоко! метравв убывает о роото;д tv* Ii»

а1^ рпдв окязьлшсь Е^чксденнимн недостаточно /очно. )

4^JP звкличе;.ив ндсг>оя4^Т'о гункта ^пиввАам тайкягшг; знг.чвРЕГ ci

коао« флмп*ы точних ж при^длжекаых, спотвстсв^одгх знгченляи!
Н» 3» 4, 5» *Ч)е зкэ1ва.1я даны с шеспью вертят знакам;* поола
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Таблица 4* Точные и приближённые нояскаженныв зваче-

нля искомой фуккциа

t

0,0
од
0г2
0,3

0,4
0,5
0,6
0,7
0,8

0,9
J.0

точные

значения

1,000000
0,909091

0,833333

0,769231

0г714286

0,066667
0,625000
0,588235

0,555556

0,526316
GrMCOOQ

приближенные значения

П в 3

0,984310

0,908003

0,838072

0,774517

0,717339

0,666538

0,622114

0f58406S

0,552395

0f527I00

0,508182

IV « 4

0,995807

0,909744

0,835098

0,773706

0,721801

0f67854C

0,641773

0,606823

0,576560
0,541364
0,499ГЗМ

П -- 5

0,994871

0,910432

G,8c£SG2

0,776198

0,708751

0,663192

0,630532

0,609512

0,593628

0,565283 .

С,453396

:*ак мы видим, приближенные значения решений в фикоировааннх
точках приближаютоя к точным значениям довольно медленно и не

йонотонно. Это овязано о тем, чтс метод Ритца оходится, вооОщв,

говоря, только в энергетической метрике, которая в данном слу-

случае эквивалентна метрике L* •

о
о . Доказил; расширенную матр^ jr Ритца, замени? вое ее аяв- •

hi 'лх десятичными праблютстыми о четырьмя верными знаками .

посло загятой. Приведем таблицу искажений коз^^'ытыенгов Ритцв,
о шестью верными знакагш пооле зь.1ятой,

5^ искаженные коэффициенты Ритца

X
3

\

5

0

0

0

I

,96bIG

,9j6807

,994871

-0

-0

-О

2

,794350

,У23202

,8&2obl

0

0

0

3

,317048

,627642

,37733b

-0

0

4

,20111b

,25P*77 -0,

5

Io3

-;ат?-';трая -jt. с таблицей 2, вкд*ш, что иска **з, #;в

ск-т.^ч'ззется уже, к^к прс^вг'ло, во втором 1гш трет.ъе .

заглтсй, тогла как в раошрепнол матр;ще rti?ua к ка *о
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досаулос* только аятых знаков. Это овазаьо о

процэсса Ржтць * д&йнзм примера в иоолвдсшательност* црострья§1

( Я,, R,K
>п9 Раоомотрим теперь цроцесо решения задачи (Ш.4Л) ю

йегцу, когда за тоордиватнае функции взяты осшшс ш Легаяда, .

умноженные на маожитедо, по порядку роота аоваьдаювде с еормж-

ргодшн мпожитешюп

у %^ ол1ько машшальви в L2@J) (си*шшгу автора

, сдедрьат^льнс, к в энергетической метрике задачи (Ш.4Л)»Пр4
tv«G шхаучеш» тояше !в виде простых дро<3а») значения ?штщ; в

таблице б хгнведаны десятичные значена*: этас коэйшщвнтог о j
шестью верашаг знаками после зашлюй. Дрц ьзгл^р на эту

цу ыолно догадаться» что ковффгткечтн йгеш (£к яр

HFtt Н стремятся г некоторым пределам^ а щж возрастании к до-

довольно бистро убывает, В книге автора [БД показано, что если

коочщшатная система классического метода Рнтца сильно илка-

мальва в дьер^етической норме» то оуадест&уюг пределы U^-C
ъ поолвдояатвдь^ооть [&к)€>1а. j

Раоищуенные мэтравд бшш подвергнуты искажению, такому жа|
как в п.Э°: их элементы бш^я заменены д^саптччнми приодяженияш!
о 18тн^хмя геряшн знакшк, и лояучащша система бшш реш&ни о

PO8.VOXHU большей точность». Значения дскажьни'т. воэффяцядитон
Рнтгд с шестью верннш знаками' цркв-. деяы в таблице ?• Оравнешн

о таблицей 6 шдазывает, что Ии^ажешш ко&ф^дцаентов Ритцд про*
только в ййтмх и щеотыг знеяах и, следов*т^дыш,

«отся величинами "юго же порядка* что и кадшзданя элементов

дедовой ч&арщн Tm^a*
0* Десятичные грибдыеш^ неиоваа. гшш

Еатпа; коордеша^шта фуях:цки - шшшомы

ь е.еоэш
x i

0,054Мб
0,054£ь5
С 0Й4567

-0,005620

(
-0.0002041

10^1-0,000110
о.ооиоза
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Таблица 7. Десятичные приблвжевия аокаквнши коэффициентов

Ритца; координатные функции - полиномы Лежандра

I

0,603146
0, СЭЛ46

0,693146
0,693146

-0,238314
-0,238320
-0,238321
-0,238321

G,054516
0,054564
О,054566
0,G545G6

-0,005452
-0,005615
-G,005620
-0,005620

О,001070
0,001101
0,001102

-0,000204
-0,000210 I

Ттскаженные значения а" - 0,000038.
Ъ°, В по. 5° и 6° насюящего параграфа мы вкратце опишем ре-

результаты вычислении по двум примерам, подробно рассмотренным в

книге автора £8]. Будем решать по методу Ритца задачу, положи-

положительно определенную в L4(Q» I):

В качестве координатной оистемы возьмем последовательность %Ф*
~t , 1rv = 1»2,*..; опираяоь на теорему Мюнца, легко доказать,

что этс- система полна, но не оильно минимальна в энергетичеокой
задачи (Ш.4.6).

Первые восемь приближений можно шлучить, решая линейную *л-

оеотему о расширенной матрщой

I
I
1

I

I

1
1

I

■УЗ
Ъ/2

8/5
5/3

12/7
7/4

юл

I

8/2
9/5
2

IS/?
9/4

7/?

1;У5

I

8/5
2

16/7

5/2

8/3
14/5

32/U

I

5/3

15/7

5/2

25/9
3

35/11

10/3

I

12/7
9/4

8/3
3

Ь6/11

7/2

48/J3

I

7/4
7/3

I4/S

35/11

7/2
49/13

4

I

16/9
IP./5

32/11

10/3

46/13
4

64/5

I

5/6 -

fcl2
47/6

319/4/20 -

Ь2

£rv2
1/2
Cn2
7/12

37/60
tn2

538/840
такке ycj ohct$ml, гюдучз^ыи ль втой уоечешюаи*

-

рошени- улиш;.1у1ых оиотем - обозначим черев ft^
точно, без погрешлоотей, а затем за»- шш яодученяне

лелскакенние зчаченая коэффициентов Р*тш ях деоя«»чШ1-

Црк.г5лиженнями с четырьмя явраьмя знаками (va^aqn 8>
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Таблица 8, .каоятичние приближения неискаженных

антов Ритца; координатные функции - отепвви

I

2

3

4

5

6

7

8

I

0,3069
0,в480

0,6869
0,6922

0,6930
0,6931
0,6Э31

0,6931

2

-0,3411
-0,4579

-0,4899
-0,4977

-0,4995
-0,4999

-0,5000

з
ч

0,0788

0,1312

ОД547

0,1631

0,1657

0,1664

4

-0,0267

-0,0541

-0,070В
-0,0786

0tO«L7

5

0rOII0
0,0260

0,0378

0,0446

в

-0,0050

-0,0136

0,0218

1

0,0025

0,007t>

ti

i

\

!

0,00 IS

йоназим теперь расширенную матирцу (Ш.4.7), заменив в ней

овободныв члены их деолтячными приближениями о четырвмя верны!
знаками пооле запятой. Искаженные коэффициснтн Ритца, которые
йолучям, решая оиртему о искаженной расширенной матрицей, п П

же ооответотвующие усеченные оиотеш, обозначил* через feK . Hoi
оиотвми опять решим точно, а затем заменим коэффициенты Ь* ^
десятичными прибл/жешшга о четнремя верными знаками (таблица'

Таблица 9» Десятичные приближения искаженных коэффи!
ентов Ритца |

I

4

Ь

7

8

I

0,3069

0,6483

0,6883

0,6974

0,7127

0,763Ь

0,9141

If627

2

-0,3414

-0,4614

-0,5160

-0,6690

-1,428

-4,595

-24,54

3

0,0800

0Д7Ю

0,6300

4,172

25, г8

204,8

4

-0,0455

-0,5810

-7,665

-71,00

-819 Д

5

0,2142

6 f 5vJu

101,6

1747

6

-2,125

-71,79

-2047

7

19.91

1243

8
>

1

\

]

i

-505,7 1
-i

Сравнение эбдид 8 и 9 показывает, что погр^лность искажа

ния коэффициентов Ритца в данном случае веоъма оильно возрас1
ет вмсоте с fv .

Раосматрим еи;е .задачу
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д определенную а L^O/lh U качестве коордьшатной

системы выберем последовательность интегралов от нормирование

Лвжандра

сйотшуш с«льно шшшадыш в энвргетйчвоком пространстве sa-

(Ш,4.в) (ом* книгу автора [а])» Как и в предоюствующем щ,.*~

С5ылй ооотавлены и точно решены оиствмы Ратца от 1-го до

и-ro гюрядап, Б таблице 10 приведены десятичные, приближения wm.

с чвтырвил верными з^шкаш после запятой* ,Цдлео ожпемц

были иокаявяы: все алементы раошй|)е}шых штряц Оыли замене

цы йех двсятйЧй1ЛШ приближеннлш р четырьмя периыш знакаш^ иоо-

ле ййоатой. Б этом случае получение точках решений оказалось

затруднительным, поэтому, чтоСы по возмож'ноотй азСежать ошибок

ОКГ.уГЛВИИН, ВиЧЛСЛвйИЯ П^ЮЙЗЬОДИЛИОЬ О бОЛЬШИМ ЧИ0Л0М ДвОАТИЧ-

них JiiaKOfl - с сетью анакамк для ояотем до 4-го порядка включи-

включительно ш о 12 знакани доя систем порядка от &~го по fr-й.

о гаолицв II приведены искаженные значения ко^й-ихшентов

l^iiue с четиреия аернимя знаками пооде эашп^ой» иравнвнив двух

1юследнах таблиц показывает, что в данном случае искажения ко-

{*итгщ оуть величини того «в порядка, что а искажо-

элементов рвоширеаной «атригш ftm#*

Та0лй1щЮ, ДвояГйчные прийлияения неискаженных ко-

^ициэнтов

I

2

о

1 *

I

-0,4082

-0,4374

-0,4395

-0,4397

-■■V*w'J7

-0f,k'j7

^,4оЭ7

-л ;:-07

2

0,1120
0,1213

0,1219

О.ШЭ

3

-о,о;>ов

-о,о:%гю

4

0,0063
0,0089

J.-0090

0,00^0
й.ООЭО

5

-0,0022

-G#GG24

•Ч),0024

-0,0024

о.еооо

0,0006

0/J006

7

-О,00о^
-0,0002

а

0,006[

.X'iH В ЧК-OT.i

■

, В KO?OJX>M

ЯВТОрВ [17] И
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II. Десятичные приближения искаженных

ентов йггца.

I

3

4

5

G

7

8

I

-0,4083

-0,4374

-0,4396

-0,4397

-0,4398

-0,4398

-0,4398

-0,4398

2

0,1129

0,1213

0,1219

0,1220

0,1220

0,1220

0,1220

3

-0,0308

-0,0330

-0,0332

-0,0332

-0,0332

-0,0332

4

0,0083

о,ооеэ

0,0089

0,00Ь9

0,0089

5

-0,0022

-0,0024

-0,0024

-0,0024

6

0,0006

0,0007

0,0007

7

-0,0002

-0,0002

8

0,000J

§ 5.06 уотийчиБОоти процесса Бубнош - Галеркина :

1°. В сёпарабельном гильбертовом пространстве, которое дМ

упрощения обозначение считаем вещественным,раоомотр*ы уравнеюа

где п0 - положительно определенный оамооопряженный оператор щ
произведение T=Af % вполне непрерывго в энергетическом пр<1

страистве \^ оператора Ай • В работе аыора 1Ь4в г. ^
см. книгу автора [bj) установлены оледукм^е теоремы:

г) Уравнение (Ь.5Л) эквивалентно уравнению

раосглатриваемому в Но » в следующем омыоле: лтобое решение ypai
нения (Ш,5.1) удовлетворяет ^рьвпенлю (Ш.5.2), а л'юОое решеч

уравнения (Ш#Е.2) являетоя обобщении решением уравнения (ti.'.

б) Дри заданной координатной оистеме метод Ьусноьа - Галз&

кинй, примененный к уравнениям (Г.5Л) и (ш.5.с), пргвоадт к d
пой ъ той же алгебраической оиот^ме. \

в) 15сли координатная система полны в Но , то п.етод ЬуОнова^

Галеркина мя уравнения 'Ш.5.1) (а, следок тэльно, и мл у^аБ-:
кенид (Ш,5.^) сходлтоя е Щ • :

2°. Из оказанного в п.1° оледуе^, что устойчивость ;/-:то;;а \

Бубнова - Г?Теркина достаточно исоледовать хдя уравнения (^.5.:

;Ср.к it в случае метена Гитца, мы рассмотрим два выпагятельнкх
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кина л дяч вычисления приближенного решения по Бубнову - Галар- ■

кину. Устойчивость дтуи процеооов иооледована в работе Яоковой и

Яковлева [13 для более общего метода, часто называемого методом

Петрова - Галеркшш; доказано, что для уотойчивооти названных

процессов достаточно, чтобы координатная оиотама была оильно ми-

минимальна в Но» В статье Вайникко [7] доказано» что условие силь-

сильной минимальности и необходимо; там же упрощено доказательство

достаточности, В данном параграфе ми изложим содержание статьи

Вайникко [7], ограничившись при этом более проотым методом Буб-

Бубнова - Галвркина.
3°. Цуоть для построения приближенного по Бубнову - 1Ълер~

кину решения уравнения (Ш.5.2) попользована координатная оиотема

{y^Je Но , подчиненная обычным услоъиям; в частности, при лю-

6o.v н элементы j^ _, ^ , .... #и, щюдиолага?ггся линейно неза-

независимыми. Систему [i/n] можно ортонормировать в Нс i пуоть{ссл|-
систйма, подученная ортогонализацией оиотемы {^л} , Обе 17ослвдо-

вательиооти связаны рекуррентными соотношениями вида
К

^j^-- (ffi.5.3)

Обозначим через (^ матрицу первых tV соотношений (Ш.5.3)»
Лемма Ш,5Л. Если посяэдоьательнооть [\?п] сильно минималь-

минимальна е Но , то гормч IC^Irt о ограничены; в противном случае

• •''л монотонно стремятся к бесконечности вместе с Н •

Л/:еем [и)к , О0|] =§к: ; используя представление (Ш#5»3),
получаем

1гт^ М/^ и^еет тот же сгл^сл, что и в 5 3, звездочка означает со-

-.-- -^ннук; матрщ/. I - единичная матриц в R'rt vi3 (Ш>о»4

^L^rvJ * ,*£льне!!шее очевядно.

Теэт;о-ла у.5.1. мя устойчивости процеоса вяч^сл<?нкя иркй-
■'"•■ еяпого ::о Г.убнс^у - Галеркияу решения уравнения (L.5.2) в

^с.:гдоррт:льноот:1 лаАп гп-остранств (Но Л Ян) необходимо к дес-

'-^т^чко, что^к Kwopj^iHainaff c^oicv.? била сально -ганлкелляа в Ч^
W

o V^ с базисом ( }^Х
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Обозначим соответственно неискаженный к искаженны* аекгор

ноеффидлеятов Бубнова - Гплеркжна чер« ft^ft 6£ . неискажен-

вое и иокахвнвоб прх&шженное решение - чсре» a^}a 2^n)

, через B>v обозначим иатрищу элементов

«маем
■

• отоюда

Аяаяогнчяо

следовательноr

уравнений Бубнова - Палеркина, йокажанная и нвнека-

жоиная» имеют соответственно вид

НАЛ

*

+Г Г
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Обозначим через Пп ортопроектор из Ио на Н^ • Докажем,
что существует такая постоянная Х>0 � тро

у*, w^a'DHp» in, vwm (ipW>
Допустим противное. Тогда можно поотроить такую поолвдова-

телыюоть у'еО'ОН/, tW I, 2,..., что Itf^M я

ц« этом

^O. Пусть i)"l> .(I*T)urC"' .

}Последовательность [ Ш } огранипеяа я потому слабо комгантна в

Но . Выделим из {ujf01^ подпоследовательность, которую опять

обозначим через [uJC!V)} и которая оде<5о охсдитоя в п0 к некото-

некоторому элементу и!ф) -Тогда Тш(И* —»-Та;С0 а Но # Далег

j j
Первое слагаемое оправа стремлтоя

» TuJt0) в пормо Нй t потому

что последовательность подпроотранстп (H^J пол^ш £ Hfl ; вто-

второе слагаемое отрвмитоя к яулюв той же нормв-Тёким образом,

f\Tu7Crv) —^Tur^ # теперь яз соотношения I иГ(*}*ПД^| Ч)

следует, что (I+Tjur * 0 . Отсюда вытекает» что

что противоречит условию |v(l* 1*1» "'j

j/жажем теперь, ч*~-) гтри достаточно больших 11 имеет место

H'l главенство

Как легко вадеть, С^В^С^ есть матрица скалярных п±*шзведбшхй

tu)kfTa)K,O)j]; j^si.e,»^. Отсюда

! ! Г
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С другой стороны, неравенство (Ш.5,7) дает

4°. Переходим к доказательству утверждений теоремы, Цуояь

коорщшатная саотема [%) сильно минимальна в Но • Щ лемме

и цустъ IFJJ*'!' . Тогда 1С№Г№С*11* kft .В то же время,

как показывает JueBoe неравенство (Ш.5.8), ЙС^В^С^И^ yU, 7

матриц» в левой части уравнения (Ш.5.6) обратима, Ц?я этом

iLC^CB^r^CtvJ II •$ UJk ; из соотношений (DL5.6) и из фа-

факта t/хдимоста метода Бубнова - Галеркина следует

где р и (L некоторые постоянные» Достаточность условия теоремы
доказана.

Цусть теперь^координатная система йе сильно миншлальва в Нв
Па лемме Ш.5.1 6CrtI f^^do0 .. Выберем 5 так, чтобы

Ht^O Л^^* 1/№н'ВО 1 # щщвсе нераЕенстьо (Ш,5»3) пока-

показывает, что пр* Г-8»0 |р и ,и,

а, гак как коэффициент при J5 И^еокоиечно возрастает; то рассма

?раваглш1* цроцеоо нвуоп-оЛчив. атим доказана необкодимссть ywto-.
ьяй георемы»

#t .f^ope^ia Ш*5^2, Если координатная система сильно мишшал*

ла в Hp"t"To ьрогесо вычисления коаВииеитов ьубясва -• Галер- •

|спна уотойчав ь доследовательностл шр пространств,CRrMRrv)* i
/ JosRaaatoJttoTBo очень дростос т-ак каь S^a^eC^Cp1^"^^),

то по ()
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ipi В работах МЖВаливва [1-93 "поле; гана „

метода Бубнова - 1Ълерк*на (точнее» Фиэдо - Галвркшш)
для довольао широкого класса неотацйошцжых операторных уравне-

уравнения» Чаогь результатов Беляева изложена Ы часилчно улучшенг)
в книга автора [83: некоторые его результаты усалены в статье

Тополянокого и Запрудокого С13» Отметим еще» что в работах А»3.

^матова С It 2J иооледована уотойчийооть метода «I t8,uo - Галер-*
кина душ задач р в которых квазилинейное шраболичаокое уравнение

решается при краевом условии (вообще говоря, нелинейном), оодер-*

жащш цроизвсдную пл времени от иоко а функции» Лтакяшиева СО
ш Запрудокий [I] изучали уотойчивооть метода Бубнова - Галеркд-*
на в банаховых пространствах.

§ 6* Погрешность искажения р^сурренпого вычислитель-

вычислительного щюцеооа»

1°* Рассмотрим бесконечный рекуррентный вычиолитвлышй про-*
деоо

^j (в.вл)

что ОСг с Х^, | еУа > где Х^ а У^ - банаховы

"Шстраиотва, и что Л^к - линейные операторы, дайствущве кя

Ак в У^ - £УДем очитать, чфо ка^кдый из опара^оров AtvK ограни-
ограниченно обратим» а произведения А^А^ц* 04 К. 4 И-<

f оградд-
чены* При э-^их предположениях существуе* цооледоватальноотъ
«энтов Х^еХ^» удовлехворяюцрах бесконечной оиотеме (Ш.6Л).

фстъ кавдый из операторов Ат вычиосез о погрешвостью

\к» й каждый из элементов | ~ о погрешностью 8 $ 'гак что

ь*«ес* системы СУ»6Л) на оамом деле решается система

L
Допустим, что п'-^трешнооти Гт можно сделать сколь угодяо

*

ад в следующем омы^ з: яаково бы т ( ю числа 6>0 ,

добиться того, чтобы

^ • Оцешш погрешность искаяеняд 5^ ««И^ "Же
(Ш.6.1) и (Ш.5,2) преобразуем к
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(ft) in» M p . л).

Переход к этим новым уравнениям преобразует рекуррентный процео^
в эквивалентный свободный» и для оценки погрешности искажения )

можно воспользоваться неравенством ((Ш*1,7), которое в данном

олучаа означаат аледуицеег если flA^fj^l^jS 9 0<fl<\ f то

j

Ы

Формула (Ш,3#6) позволяет последовательно вычислить оценки

S0 • Sf. • Ij ••••t еоли известны оценки для Я Я>^8 , iv w

« Ot Ir 2,,..
§ 7^ Устойчивость рекуррентного вычислительного процесс*

I0» фоцеос (H3.S.I) назовем уотойчивым относительно исквже-

нкя в последовательности пар проотранств (Х^» Уп,^« 9СЛИ сУп*е

ствуют такае постоянные р1 » ра , р3 >0 , что из неравенства

tc-0
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вытекает следующая оценка погрешности, искажения

^ Щ5^ Щ5 1
(ШЛ.2).

Это определение соответствие* первому из определений устой-
устойчивости свободного вычислительного процесса.

Замеча|ш<|> В предшествующем параграфе было отмечено, что. лкн

бай рекуррентный вычислительный процесс легко преобразуется в

свободный. Можно было бы определить уотойчивооть рекуррентного

процесса кан устойчивость соответствующего свободного цроцасса»
и тогда были бы применимы утверждешг § Z настоящей главы» Ода—

накс, условия этих утверждений сказываются в атом случае громоз-

громоздкими я трудно проверяемыми» почему мы и. предпочитаем дать дая.

рекуррентного процесса независимое определение устойчивости»

^Теорема Ш»7Л. Ц/оть ^сУ^ � tV* a,X,2v*»*» E цуоть
*

t*, Н- О, I» 2,-»•., есть последовательность решений беокс-

печгой рекуррентной системы

W V -^
;■ шля)

выполнены неравенстве .

КС
d.7,6)

, Hs=0, I,2f.,«- послодоьательнсоФь решешй снотемы

, то вачислительшй процесо (9Г»6Л) уотойчив»
(L S»2) преобразуем к виду

V А , СЮ 4ЮЧ ^ ТzLAC* ^ )

неравадотваы (Ш.7 4) и (Ш.7.5)

'AjjTjJ

•JJ Г>
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Обозначим .4 ,
'

«Ь-ТЯГ'V '^AW' (Ш.7.7)

Очевидно, #rt не убнше? о возрастанием Н . Возьмем р$ отапь

малым» чтобы J5 *Сор3<4 • Тогда

Докажем» что

* 1 Я (ШЛ.9) \
Неравенство (Ш»у.9) верно при tV« 0 « в этом олучае (Ш»7»8) j
принимает вид S04ji!tf +<Э»О . Цусть неравенство (ШЛ.9) веА о

дая ПЧЛГЧ ? докажем, что оно тогда верно и дня

йлучитьоя, что

тогда no (ffi^V^e)» ^у^^^/+ jf • и неравенство (ffi.7.9jj до-

доказано» Воли же двбнотво (Ш»7»Ю) неверно, то tt^CWp 5; ^В
it ^^

где К - одно из чиоел G, Ir-».f Л- I, i *огда

что и требовалось доказать. Яоно, что теперь неравенство (Ш*7*2

справедливо при значениях постоянных ;

j
2°» Нетрудно указать простое условие, при котором неравен-

отво (Ш.7*4) справедливо: достаточно, чтобы

Действительно, из уравнения (Ш.7»3) следует, что

Цусть maa>8t°°l = HO|, £■«П- . Если ^=tv , то на (Ш.7.13

4О-С0 II А" _ fv^ll -.Вели ш.Ь<П то,.заменив в (Ш.7.13

И- на Л , поручаем 1 Г> II *<\ I tCf) II + II А« к * II и, медова.



телъяо, т4 _,

■ <«t

3е. Теорема Ш.7.2. Рекуррентный процесс (Ш.6.1I уотойчвв,
если выполнены условия (Ш.7.5) и (Ш.7Л2)*

Доказательотво следует из неравенства (Ш.6.6)» Допуокая,
что

получаем аз (HL6.6)

л j

^ отоль малйм, чтобы

tlM00M

(Ш.7.14)

Уравнения (Ш*7*14) я (Ш«7.8) о точноотыо до обозначений совпа-

совпадают, s аналогично формуле (Ш*7»9) получаем

Ф .

(Ш.7.15)

Замечание 2. Из замечания I (ом. п.1°) яоно, что теорема
*

,

ШЛ«.2 являетоя частным случаем теоремы Ш,7Л* >Лы очитаам целе-*

сообразным выдг"^ть этот частный случай, потому что оценка

(iiL7,I5) несколько лучше по порядку, чем это требуете формулой

(Ш.7.2); входящей в определение уотойчивооти,
§ 8. Погрешность искадения и устейчивооть метода

наискорейшего спуска.
I0» Результаты §§ 6,7 применим к методу наискорейлего одуо-

ка, предложенному в свое время Лж« Темплем [I] и, независимо от

него, Канторовичем Ц23(см» также Канторович а Акилов l±3)f ко-

который устанозил также оценку скорости сходимости метода (см»

, формула (Ш.8*о)); в отатье Темпля установлен только самый

сходимости метода* Коротко напомним основные черты метода

наискорейшего спуска,

.1усть А - ограниченный самосопряженный положительно опреде-

определенный оператор, деЗствуюодЗ в некотором гильбертовом прострая-
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Н г и зуоть требу тся решить уравнение

Аоо »|.
щюазводьвш элемент 0& сН» который будам расоматрн-

ватъ как пулевое црибдижедие х искомому решению &* уравнения
( П>- t)-a црибявтженив Ф(иН^ » тогда

оледущвв щжблихвжхе Х^ строится по формулам

(ra*8.2)|
W i

Как даказако в срв^ье Кзнторовача [2]г ОС jj^ab^* с оценкой !

суть сооФветотвенно верхняя и нижняя граня on8paiio-|

Таким образам, метод наискорейшего спуока связан а бесконач4
шш рекуррентным процессом t

ВХА^0*^ (Ш.8.5)|
Шк пог^шность иск^женая и уото1^члвос;ть цроцесся ]

(Ш»3#4). Очевидно> J^ 4^M4trv ; верлнля и ]внкняя гракк one-»]

твг (Bu8.6)

§ 6 АЛНг=1 , АЛ>И=-8 А

вычдалеяия п-*

4n«j ? в^рад того



здесь выполняется тривиально, сотому что Г^^О » Mqklj считать

Ass О Г и формула (UUS»£) принимает вид
,

,

■

Здесь С, - какая-нибудь верхняя граница значений 11Ф* И у такая

конечная граница существуетг потому чтс ироцесо яааскорейшего

спуска охадитоя» Эту границу нетрудна вычислить, иохадя аз не-

равенотва (Ш»8.3)* ,

Проанализируем фор^у^ЧШ*8.7)« Цуоть погрешнсоть 1/п дос-
достаточно мала, Ivj46 ► Волк при этом М<Ьн , то

и при С достаточно малом будет й<\ • Теперь

Заметим еще» что

потому что элемен* X не вычисляется, аЛзадаетояг и еотеотвен-

но считать» что % * X . Очевидно, что S^^^ » гДе Uft - ре-
решение разностного уравнения

t =0 . (Ш*8Л0)

Решение этого уравнения есть

и оценка погрел эсти искажения имеет вид

t ей•

,.

Таким образом, ее хи: I) M <2w- и 2) $ - верхняя граница

погрешности величины б^_( - достаточно мала, то погрешность иска-

искажения метода наискорейшего сдуска есть величина порядка GF)i
к эта сцеяка - равномерная относительно tt #

likxim хотя бы одно из условий I) , 2) нарушено, то может слу-

чяться. что погрешность искажения будет неограниченно возрао-
'■Гатъ вместе с tl •

3°» Близкие результаты дает и анализ устойчивости. Условие

(il-. .7) очевидно выполнено, а условие (Ш.7.12) в данном случае

означает, что IIB^l4?fy,<\ ; это условие будет выполнено» если

JH <2nv- тогда можно положить й-(Л^-(^)/т- • Uo теореме
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(Ш*7»2) процесс наискорейшего сцуска устойчив, волк

Тот жа результат дает г тесреш Ш»7Л.

4°^ Боли М>%№ , ^0 дяя оценки погрешссти можно восдсш*

зоватъся непосредственно формудой ''\8.?Ь Доцуотш*, что ватага

на ^ ограничена, тогда (ДИп)/т + #ПД 4 fc -OOtvSl a

Решеяне STcro неравенства аоть
л

а1 ^
Зафшсоируем натуральное число Л . Если жааательцо, чтобы было ;

| § ^ j
руе ур и ,

^§ » где d м ^6 число» то достаточно В) аоллть

UK4X • о такой ютяосткч чтобы

§ 9» 06 устойчивости метода кшшокации. ,

1°. Цусть неискаженная Алгебраическая система метода коддо-

кацяи имеет зид ^

+^Ч /Аи- \^+ои) ^ |
^

Ц?гь 5( - компакт в M* ад ^р u „ ^
к» t( * узлн илокацай^ - вцбереад в вершшшх некоторой парад- .1

ое?ка4 дежашах вХ , Абра параллелепипедов о<

к-fi коорд**х*атнйй оса» пу

\ , ,м-w допустем, что Д
С, и Св - о&е'еоялшые и P

Будем раооиатрнвагь U(h) к», елемоно; пространства R*, a
^уд рр ; рраса R^t a

как айеаеа^ пространства У^, также jiP-мерного, в котором лорда
определяется

J ^ ващ^твзиная постояпла-ч, Оператор, шрож,денный матрицей
*- Ш детствуйзо1й зз Ку я Ьл * обозначат через Ал ; сястему

") аошвь теперь за^ха^^сь в такой операторной форме:
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соответствующую иокажвяяую систему запишем в обычной форме

Оператор, порожденный матрицей М^ и дейотвуший в ^у, обо-

обозначим тем же- символом Дп*
2°* фстъ i№ ,

K-'i. 2,. •. ,ЛГ - сингулярикэ числа матрицы

il^r т.е., собственные чисЛа неотркцательяой матрицы Jli^jllvi,»
Расположим их в порядке возрастания: 6rv4 5*^ «.. • • • -^6^.

Теорема Ш»9Л» Если

■illfl!" II^Q = OOnet' » то вычислительный процесс метода колло-

кации (ili.9.3) устойчив в смысле второго определения (§ 2, гл. )
в последовательности пар ггоостранотв ( п^.,У^), Если же

1 (Ш.9.6)

то е той же последовательности1 процесс (lu.S.3) неустойчив.

По следствию Ш.2*2, для устойчивости процесса (Ш*Э/з1 в

угомянутом смысле необходимо и достаточно, чтобы: I) 11А№Й4С^
ii) 1АЛ1

' Ш Bg 4Ц » где Ц и Са - постойные. Оцошм

велжчацу
*

„ .и си)«

1МАТС

Лз соотношения jillv (Jll^) ~{М^М^) следует, что сингулярные

числа матрицы < суть №*\ У^°, . . .
, УбЦ.

^ 1 . |(Д* Д№)*' I14 = VV3f и окончательно

ДА-1 1 -
-I

или верно неравенство A1;.9.6), то IAH IHfCfvjLl к^ГГо
:г ^оцесс (lu.9.3) неустоГгчяв.
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справедливо неравенство (Ш.9.5). Тогда 1А№1*Со** ,'
и условие I) выполнено. Условие 2) выполнено по предположения»,
и процеоо коллокации устойчив»

Отметим частный случай» Прежде всего заметим следующее: та

как |еС($) г тс тем более |е Ц(ЗС) , а тогда i

U \
или, что то же, Ц 1уу^ 4 С • фсть теперь неравенство (Ш.9*
выполнено при 6«ш тогда норма 1А"Л1 ограничена постоянной;

• Как только что было отмечено, нормы 8J- яих также огра*

гагеены, а тогда ограничены и нормы Ifl^l^ ^iAl # 1|(И*1у :

Ш следствию Ш.2,2, процесс (Ш.9»3) уотойчит Таким образом, :

ДГ' 4*К*» условие (Ш.9.5) необходимо а достаточно для уотойч^
вооти процесса коллокации (Ш.9„3)„ ;

3°. Выше (см» § 3, гл.Ш) было дано определение сильной миа

мальности последовательности систем

Введем еще одно определение: систему последовательностей (HL9J
назовем почти ортснормированной, еолк с, .ственные числа матрюЗ|
^.рама этих систем положительно ограничены оверху и снизу. Очен

видно, почти ортонормированиая последовательность также и сши|
но минимальна» Это определение обобщает известное определение .

Талдык'на [I]* Системы, которые мы называем почти ортоноршро-i
ванными, Талдыкин называет регулярными. |

Теорема 12.9.2* Лусть X - оепарабельнсе гильбертово ^rpocT-i
рансгоо* и последовательность (HLS.8) почти ортонормирована в ]
X f ^ процесо (И1.9.3) устойчив в смысле второго определения ;

(§ 2Г гл.Ш). Тогда процеос вычисления приближенного решения nqj
методу коллокации устойчив в смысле того же определения в пос-!
ледовательности пар п^.странотв (Ху,У^). Если последователе
нооть (Г.»9.8) сильно минимальна в X и процеос (Ci.9.3) неустой
чнв, то процесс вычисления приближенного решения также неуото№
4KB.

Если псследователънооть (li:#9.8) почти ортонор.гшрована в X
Т0

(П) О(П) . (ft) QW)J



здгсь Лъ - матрица Грама элементов (Ш.9.0) цри фикоироваг юм

jV, Лв - верхняя граница собств чих чисел этих матриц при

всех 4V , 0&|П) и &in - соответственно неиокаяенное и искаженное

пргближекгше решения, с которым вектори (X а о1 оэяааяы ооот-

ношччиями a^nLZT fl-к ^ж<» ** " 2- ^Чис • ТаК кай цР°цесс *""

числения коэффициентов устойчив� то существует такие постоянные

9 что щ>и 81 ft В £%/ будэт

последнее неравенство означает, что ./оцвео вычисления прибл»-
женного решения-устойчив»

Воли лоследоБательность (iil,9»8) сильно мишмалъна в К ,^г

обозначая полою;?влы«ув шгжнюю грагащу' собственных чисел

цыД^ через Ао f имеем
'■-'

%
•я

Ш предположению, процесс (!!!.&•£) неуотойчкв, поэтому цри дюбнх,,
фиксированных ьезашеимо от п , нормах 1Г^1 -я Й5 '[нормы
ЙйС№) - fetHJ I несграяичэны, а тогда неогрвничеяы z пормы

Ш* -4^1 » а процесс зычи&^еэяя приближенных регаеюй

4°» Некоторые оценки наименьшего сявгуа^рнохч> чкола 6^
по полу7д?ь, исадодуя определитель Фн*До1Ди Сй'рвягамоя
«г*учаам m= I. 3C-[o^IJf к пусть узла t: «J/tV» j =«,*.••• '>^-
Допустим, что функции ^Ш e(Atfn,K)Ct) удэьсеуворяюг успоэшо

о .рикоярсванннм показателем f ic лоотомлюВ,
век^^орой стеиенью К :

шоло*км sue, что

(д,;д урроцвтм обоззач^ай iKiwm Фя вкэсто
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Щ) (Ш.9.Г

Из первой строки определителя 2)^ вычтем вторую, из второй -

третью и т.д.; из ( W- Т)-й строки вычтем tV-ю. Элементы пер^

вых IV— I отрок имеют вид ^(tr) *"^KCtj+() и оценишютоя, по

равенотяу (Ш»9,9), следующим образом:

V
Пдментн г следаей строки ш. от оиенку Сх . Пэ теореме Адама]

(см., яапример, Смирнов \_1\, стр. 64) получа

С* r

Так как

аналогично

Теперь

, то

£ V

n» легко получаемся а несколько <5олб« ппостал оценка

/ ; С, = const.Ц („ о

&



Теперь из теоремы (Ш.9Л) вытекает, что еслит«6 я4 u

фо процесс (Ш,9#3) неустойчиь» Б чаотноста, еолм ¥± I» то про-

процесс (ииЭ.З)неустойчив при $>\*
5°- Теорема Адемара часто дает грубую оренку определителя.

рассмотрим пример, в котором эту оценку можно улучшить/
Цусть А - тоядестенный оператор» Задача состЛгр тогда в

интерполяции функции |Ct) ллнейной комбинацией вида

па заданном ^компакте %. ДуотЫП- I,J$ =-[0, Ij ^^шсШ s

$К(Х) - tK" , K«f,4,»" • Положим еще t|»t: » J/tv #

j" 0, It 2f ».•, 1г- I. Определитель коллокациснной оисте*ш

\ О 0 ...0
' *

\

Ц Ц • • • Wv

i определителю Вандермонда 2
на tjtj.. < .tn_4 = ^Ц^ • Таким образом,

умножен-

л
^ UK<J4ft

*
,

ii таком случае ij[<1«fv^'? Я « 7И , )
1 ко.1локапиоиный процеоо неустойчив в последовательности

пространств (Rnt Упа ).
6°. Б заклю Hkie параграфа коротко наложим содзрхакиб рабо-

работы Вайникко£зЗ, в ксторойг ш-ш^шсл^, впервые ^сеютреэ
И>о об устойчивости: метода хшсогада* 3 этой работе

обьяноевнвов

усяовляхяр»



- 94 -

j
Прадиоллкшк, что се- гветотвующая однородная зедача имеет |

только тривиальное решение. Тогда существует последовательности

пшшнемов степени Ш*К с

краевым условиям (Е.9Л5)* лу последователь- 1
зость примем за кэордькатнуо систему метода коллокацни» За уз- |
.тк иоллокачии цре данном П примем корни t; гюлиномэ cO^Ct) (

1
где I^hC^J " система пслияомов, ортоног>мироранчая н полная в .;

метрике Le(d,fe ; pCt)) t причем ве' j?(t) есть !
цательвйя и с^^мкируагла^яа (&,6 ), такая, что

Таким о/1разог{, приолижанг^е решваяз задачи ищется как

м £ (s.e.K);
кооф^ациенты Лк оп1>еделяются ^з системы уравнеямй

. В пре,аподс\зы1Шг что ко^^ицяент1: CK(t) я свободный член

|(v) нйпрерьгены, доказадает-ол, что сио^огда (К.3,17) адю

рг.йргжма прк достаточно бсыь;*шх Н ; lip/J^siyerijtw решения it

плодятся к о»оч1 жзг решекил Q/^t) в «етряхе Ь^Сл, 5 { >>(t)).
й^грешвость апщ!оки*тад вт оце<вмест

Степана не m-ue 11- f ыетряке i* ta,fc;/>V
Обоз^!г.ч»; чеовэ Н

, что црас ,:с

в

.:ы;й з j Cft,fe; p)
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ГЛАВА 1/

Погрешности алгоритма « оадглечкя

§ I. Число обусловленности.
1°, Цготь А - ограниченный и ограничено обратимый

тор, действующ^ из ^анахс^а пространства X в такое же прост-

пространство У • Числом обусловленности оператора Д наз^шае^оя про-

произведение .1

P.-IA.MA1.
•

-,„.,.,,
Очевидно, РдИ.

Есла X «У *(^ то А есть числовая'йа^йца порядка ft*^-

Ясли эта матряиа положительно опрэделг"тшя, то ПАЙ*ХЛ 8А Й-Дн«
rii« Лг. и Л^ суть собственные чяола катршш А > соотх-етотвенно

и наибольшее; в этом случае число обусловленности

Е«лл А - произвг-ьная . .особенная матрица в (vn t то матрица

А А положительно определенная. Пусть ijj) и ij - наибольшее г

наименьшее собственные чиола последней матрицы» хаачв говоря,

5lt и 5^ суть наибольшее и наименьшее сингулярные числа матри-
матрицы А . Тогда

2°. Число обусловленности оператор^"имеет большое значение
в некоторых во..ооах( квсаюидихся оценки погрешяосте; одаш такай

случай стмвчзн выше, б § 4 гл.1» Укажем еще оддн ва?л.;^й ол***шЛ.

П^/сть А -' ограниченный £ ограниченно обратимый оператор, лей-
ствуючиЗ в некоторое, оепарабельном гильбертовой прострбкстгс- h •

ШЛА.)
дэм приближенно решать по методу накиеньшкх квадратов: казудо-

натутдальному 1V сопоставим щ>угое натуральное л гт выделкм

Н подпространство л измерений Н ; будем, далее f искать

элемент O&^kf-f^, чтобы IIAflC^-/|l=nwt* Существование та-

такого элемента очевгцшо. Оценим (см» статью автора и Р.1{.Редево2

аппроксимация Д>10Е^-Х^* Кмеем

«V erf = А" Асхг<}) - Aty-Аа?)
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ft, следовательно, p^l/f*!* flf-Ac&^l . Если #С№)- произвол^л^
ный элемент жз Н°^, то 3

Взяв оправа нижнюю грань по всевозможным X сН и обозначив

получим интересующую вао оценку:

§ 2# Погрешность алгоритма в итерационном процесс^
1°, Как хорошо известно, если А - самосопряженный оператор

в гильбертовом цространстве Н и его нижняя и верхняя грани

удовлетворяют, неравенствам 0<^^^J^<°°9 To задачу AУЛЛ)
можно легко преобразовать так, **тсбы она решалась итерациями.

Доотаточног именно, заменить уравнение AУЛ.4) таким:

Нижняя и верхняя грани оператора В равь^ соответственно

) поэтому

■

AУ.2.2)

и xipoo*je итерации ддя уравнения AУ,2#2) сходятся как прогрес-

оия о знаменателем ($\~^ )А^+^ ). Ясно, что сходимооть тем

быстрее» чем меньше число обусловленности-, если Р^ дост4 почно

велико» то сходимооть итераций будет сколь угодно медленной. |
2®» Быоказанные в п.1° соображения пригленим к классическому-|

методу Ритца. S сепарабедьном гильбертовом пространстве Не рас-|
смотрим задачу о минимуме функционала 1x1 -2w£ , где 1*1 - нор-]
ма в Нс ? а Ь - линейный функционал, определенный на всем npo-'i
странстве НР и ограниченный в нем. Выберем в Но координатную j

систему [$п] и обозначим через Но подпространство пространства^
Нв с базисом (#) , Уд !•.., tf^ ). Приглушенное оешеш!е Х^ нашей j

вариацдояной задачи построим как элемент подпространства f^ ,
■

реализующий минимум функционала Iccl-2&Z па этом подпространств*
Очевидно,



СП)
т

:*t

0^ определяются из алгебраической о&отемы

K^^^j; j-м и,

й которой квадратные скобки означают скалярное произведение в

И � Последнюю систему запишем в "ъяо векторного уравнения

(ii
ov) crv)

CMiJCJi обозначений очевиден. Обозначим через K,v и Ап наимень-

наименьшее и наиоольшее собственние числа маярииы ФлтшМъ ч положим

У..авнецие AУ»2..3) згменим равнооильным

Г5

которое разрешимо итерациями, так как ЙВ№11 аСЯу"
п.= ^ • ^°ли начальное приближение ^ыго н^'лл, и если огранд-
читься JT итерациями, то соответствующая нограшюеть

jVL4 у^ьяеаия AУ.2.4) имеет оценку

Х^А • AУ.2.5)

Зела \ntg;# 5И1И A^^^-j-oo r то^-^оо , Imj-^I z опенка

погрешности алгоритма ухудшается- Желательно поэтому исполк-ю-

ва.ь такую к^. рдинатиую систему, дли которой Xa^Xrtr4XC^'^r Ла ^

г.Це Хо u Ap - поло?лите:1ьные постокнлие; иначе говоря, целесо-

в качестве коорцинатн..л брать почти ортонормироваш1ум

н;г^му р Hq» Ь этом случае можно упростить определег *е 14атрици

о^( именно, можно полс.лть Вл =1№-2Ди./(Лр + Хв) а вместо

^.si.4) составить

"ик*'.е ^в!!осильное у^ннен/») иУ.^.о). При тако^ определении

'•'•V' '.» *?• лнля грчгм лчтркцы В» соотво^сгяечно равны
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часть этого нер

венства постоянна и меньше единицы. ,Мя погрешности алгоритм

поолв Я итераций подучаем оценку ^
.

XVfoT.)
Докажем, что Ц| 8<С . где С не зависит от Я щ

тонормированчая система сильно минимальна; в книга автора [8j
доказано (см. теорему 7,2), что если координатная система cai

но минимальна, то последовательность векторов СИН)
нулями, имеет предел в ^ » Отсюда вытекает, тго последоватв

ж гь яорм lft(W)lg ограничена» Цусть 1си\ t
Тогда и^» урявнепич AУ.Й.З) получаем

Теперь из AУ»2»6) следует оценка погрешности алгоритма,

висящая отП :

Соображения и результаты настоящего параграфе легко перенося
на обобщенный метод Рйтца*

§ 3, Погрешность округления в рекуррентном процесс^
1°. Обратимся к системе (П1.-3.2); б^дем считать, что

жет быть как конечной, так и бесконечной &я цальпе^язго ва|
что операторы А^Г,^ и свободные члекк | +6 '

известны

краткости обозначим

система (lii.u.2) зчпишетоя в виде

» А /м.
Л

1Гетру.7шо видеть, что ес-аи нормы lA^I^.. Л

олеггорн Att>t ограниченно обратимы» а крокзЕедзклл Апчпак
ниченк, и что если спразеддиво неравекотро (Ш,7.*), то сг::^

лквс г яналсгичяЪе неравенство



'
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g (ly.3.3)

Точное решение системы AУ.3.2) еоть

>0, £ --LAhAk* + **Л ' AУ.3.4)

правой части равенства A7.3.4) обычно-связано о не-

а погрешностью. Г^сть ОО) ( tTctI , * . . j И
*

- некоторые

•очно азвествде влементы, а пусть Ж^- точнее значение выражв*

ИЯ т A.I А
(к) "A

i
ш.3.5)

tipiiweM, что в результате ошибок округл ля иы, вычгедяя валдчзн

sy AУ,3»5), получаш ае элемент %***, а некого^ й другой аз№»«ввт

^ _ ^С№Ч^£Л) . Здесь Х^ - результирующая сшибка округ-

, о которой кы допустим f что она удовлетворяет неравенству

где £ - заране* заланноа положительное числе, которое может

быть сколь угодно малнм* № пронимаем, следовательно, что

^"нт ;( вычисляется о относительной погрешностью, не превоохо-

2 # Обозначим - A»nv п^ «"Л-лк f A»wv^ * О „ В в-иа

обозначениях сиотама AУ»3*4) а неравекотво AУ.З,3) примут вид

oi) !r « tc"i
И,>0, * -^Vf6 (U.3.7)

систему AУ.3.7) к учитывая сшабки округлеяяя, получим

элементов

-R* Общие формулы имеют вад
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(пг.з.9.

Система (ГУ.3,10) с точностью до обозначений совпадает а

мой AУ.3.7); и* AУ.3.8) следует тогда

If00К О, та 11^ф1КСй£ щш it/g I«
J4Kf ^

^ц,£[^О/х!!Х В

Допустим, что нормы H^V)J ограничены независимо от Н- ; это бу-

будет, например, еоля вииолнены условия теоремы Щ#7.1, а погреш-

погрешности Hvk a |)ov) достаточно малы. Цусг. ИХ !UC* f тогда

Пусть k^tv .Из AУ.3.13) следует:

Допустим, что ^ ^iftj;B достигается пря ]»£ • Тогда

и, тем более, л

С0С,£

Таким образе . при сделанных выше предположениях ошй .си ок-

округления ограничены к стремятся к кулю вместе с £ равномерно

по Н- �

3°. Близкие результаты получаются и б том гтучае, когда вы-г

числения веду^оя с эаданнс абсолют^юЛ погрешностью. Ш-прсти
му считаем, что iron В1:численя:1 эл-зм«кта AУ.О.5) по 'чается anq

у.зпт U tr
' ft+tjl f

но на этот раз lid II ^£ ; число £ no-nies-

г.ему считаем сколь угод::о мальгм. Соотпошошш (ГУЛ-.'?) -

(iy.STl) остлчутсн ij c.i/.o; цепочка яс^авенств СI ^.с. Г2) упро-:;а-
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оя и приводит к нужному результату:

требование ограниче* ости норм 82 и в данном случае не необхо-

необходимо.
'"

'•

Замечание, I* Оценки AУ»£Л4) и AУ.ЗЛ5) можно получить,

предполагая, ~°о <
тераторы А„^ удовлетворяют условию (IL7»II).

^амедвяиц £• Во многих работах трактуются погрешности округ-

округления, возникающее щ. резёшщ линейных алгебрз^чеокюс систем.

С/метям некоторые, весьма немногие, из этих раоот* Погрешностям

округления прямых методов посвящены книги Уилкиноона [I, 2] и

Воеводина [1]. В последней книге много.внимания уделено вероят-

^стннм оценкам. Из работ, в которых ииуч. л-оя ошибки округле-

округления игеращонных процессов дня линейных алгебраических-- ^стем,

отмстим более старую стетью Голуба [I] и недавнюю работу Всжкя-

корского [i]» Результаты статьи Тогуба мы кратко изложим в § 5
настоящей глевы.

$ 4* ;]огрешность округления метода наискорейшего спуски
1°, Как было сказано в 5 8 гл„Ш, метод наискорейшего спуска

сводится к рекуррентному вычислите, юму процессу; операторы B,v
я сяободнце члены |w определятся формулами AГ 1.5) и (Ш.^ 2),

Погрешность округления I = 0^-^' в общем случае отреда-

■'"яится рекуррентным соотнс ,ыем (iy.C^II)» Для определенности*
долетим, что вычисле 'я производятся с заданной абсолютной пог-

так что §<Ь §<& „ Дяя метода наискорейшего спуска

5 8 глЛ), Отсюда

A ^+feA; Апк- о,

кие С".7.ГГ) в данном сдучзе ппеет влд
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_ вмячану JlV^s » ttO^^.J . Дометан, чтое^ Щ*

вычисляется с малой отвооьтелшой'пегреишость» б' , так что

iv^l^fi'tf^ # Огзрв^^р ft Hr4
- ограниченный самосопряженный;

его млжаяа и верхняя грани суть сорветсявеияо

Стседа . ..

вытека* т не^вевство

ерр
'"

от»етю*г тго 'Г »0 , 1?ак каи f* есть погр^лаооть точно

мльаяого sgieueata %9 * Решение сйоте;дн неравенств AУ*4*3)
Wtb fc. ft *

)

тс при достаточно малом £ будет

If l<JFj&; (D.U)

В нтоы случае погрешность округленна игранячева независ^Ыо at

П/ и имеет во. док 0F) . Вели же Д *#*Н, to на кешэчзво,

tro с возрестаниеи tv догр#шность округления модат ^ох^ранлчеа-
яо эозрею*а1А. Tot xe по существу результат получатся, есла

округдешю ирояавЬда. я с заданной относительной, погрешностью
(см» Статью авторе [33]).

2°» IfeccMOTpsiAi пример. В фостраястве Ьд(О, I) рассмотрим
давнею»

ft оявшщшч решение X *<J№*1) • Оператор умножения аа фуа- ]
кцл» &tt» .•» йолоди^ально опрс»дел^ лкй а ограниченный, и урав- i

GУ«4«Ь) мошо рааатг методом нааскорейлего спуска; за на;

пр*бдихбшге возьмем ^-0 • Бччпслеамя проведем для
t* I/*, I, 3, 10* В вашем примере rtv* 1,й1!!1м^ц>
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следовательно,

Наименьшее тлело нтераюс^ необходимое для голученля тво-

гртйческоЯ погрешности, меньшей, чей J0 ,было подсчитано по

{ормуле (Bu8/;)t значения этого числа приведены п таблице I;

результаты вычислений приведены в таблице 2, Они, как f одедо-

вало ожидать, вполне удовлетворительны дузл значения п * 1/2,
при котором №><%№; с£Ц-«каза--*оь удовлетворительными такгв

при &- I» когда it шр^;Ьояызяе значения Л приводят ж слз~

дущвму результату: nr'tf^ffe очень большом чиа итераций точ-

точность значений ууякшя ОК^) давц^^автоя, затем вта точнооть

резко гадает; далее наступает вдрегш ^ние н вычисление после-

лу*тэтг. йтерашь! становится невозможным. Эти явлеши находятся

Т! селтретствля с рдэультатамл данного napari^Je и § 8 гл,Ш#
I* тЬггло необходимых гтереций

ЧИСЛО

>,г

1/5

6
1

т

4.

1/3

3

j

3

1/2

19

10

5/6

51

уз-

узлы

^Л

-\ «,

0,7

Табллд
а*

точное:

:,оооо

Of052't

0,:Ю9Г

0,3596

0,8000

0,7-59:1
0,7407
С 7Г,о

i 2. 7отш8 я птяйшйеявне значения искомой ilr/нкшш

1/2
рс 'ЛЬ-
73Т 6
итера-

О,9Сао

0,3484

0,9075

G,S59I

0,йоЗЭ

0,8000

С-,7592

0,7410

0,715,5

Of
точное
реше-
кле

",GGC^

0,9091

Gf83S&

0,7592

0,7143

0,£Э67

0,525С;

0,588^
■"*■ iT, Т ГТ

"*

-,1
>-

'Г.

•= г
реэулъ-

лтера-

0,9036

0,9061

Gr8C£I

0,7592

0,7143

G,ooo7

Cf5o82

^,535-5

0.5237

тотюе
ре"«в-

тгоооо

0,7592

С,525С

0,5^63

0,4545

0,4000

0,3571

0,Ь223

О,2<312

0fL7Go

#~ 3
резуль-
результат 10
ятера-

0,9525

0,7601

'J,S240

0,5254

0,4546

0,4000

0, с-571

0,5225

0,2942

0,2707

резуль-
результат 15
УЛ _А-

-21609

-16654

- 5137

639,9

440,7

C5,:j4

48,Ud
- 1792

I7L33

135:. 59
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Продолжение таблицы 2

сго
ол

0,2.
0,3
0,4
С >

0,6
0,7
0,6
0,9
1,0

Л« Ю

точное

решедиз

1,0000
0,5000

0,3333

0,2500

0,2000

0Д667
ОД429

ОД250

одш

ОД000

0,0909

результат
В итеравдШ

0,9238

\50I6
0,3333"
0,2555

С,2052
ОДоб?

ОД398

ОД235

о, :ю

0г09Э5

0,0930

результат
10 итераций

3983

-3S' ,8

23,97

-79,02
-7152

-13,63
8091
и 940

-4J7I5

2581

-I4II2

5 5. Погрешность округления метода Рича$щоояа ду

линейных алгебраических сиотем ,

В качестве второго примера, к которому могут Оытъ

ния § 3 данной главы t мы коротко изложим здась оодвра
нье чаох« статьи ^олуСа Ll3*

В пространстве Rrrv рассмотрим векторное уравнение

что

I - единичная матрица в Я^, Ъл - симметричная

шрадка ttv.t^tv
f спектральный радиус которой Р

следовательнор о^раничешшй оператор Sl-fi У^^
трг ^В в вектор | заданы точно, без пстр аностя» Ео

ftnapjxcoaa решгнле урвгнеяил A>.5Л) cTi жтся как пр.чел

in\ которые в-дЧйслявта. ло двухшаговому рекуррентному

X
-

задается г-оизвозьно.
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Рассмотрим несколько более общий рекуррентный процесс

t™~ЮЫ +(ЛНЛ * И, (jy.5.4)

ег докажем, что для этого процесса справедливо ооотяошеше

(Ш,7*4)« С этой целью построим рашеяив конечной системы

K<tv,t -a>Bt + coH)t -fc ; (п.6,6)

V я l очитавм заданными произвольно» *

Матрицу В можно представить в виде В «иЛи, гда Л ■»

= ( X| f Х^^^гЛ^) еоть диагональная матрица собственных чисел

матрацы В , G ^ ортогональная матриц.f составленная аз собст-

собственных векторов матрицы В , Q, - матрица, сопряженная о й �

В статье Голуба [Я доказываетоА> «гго решение сиотемы A7»5»5)
мояно представить в виде

1

Sy - диагональные матрицы» элементы которыхf лежащие на глав-

главной диагонали, определяются следушим образом: если

Gj «owcoscXj/p; и oo-i ~ъ%
$ то

, e,-=о;

Отсюда

00 Формуле (ГУ.5.6)

ак как

(ВГ.5.7)
ак 0<t<i

f to о^мма в AУ»5Л) ог^аначева* Но тогда уо~
Ва« (Ш»7.4) выполнено, и мело оценить шгрешность округленЕя*** Ььюцасса Ричардсона AУ.5.2).

0 р^ад бесконечную систему AУ.5.2), мы из-за погрбшюогей
y^oiiita получим вместо последовательности [я0**] некоторую
j© последовательность t) , которая точно удовлетворяет дру~
°есконечнй систэме
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?». (Iy.5.8)

Дрпуокая, например, что вычисления ведутся с фиксированной
абсолютной погешноотью 6 , имеем ИбСЛ)И^6 . Из результатов § 3

данной главы вытекает, что

irtHl/VVCs, С-and. AУ.,.9) :

Шотоянную С легко определить. Вычитая AУ.5.2) из AУ.5.Э:

Сравнивая это с (ГУ.5.5), находим по неравенству AУ.5.8) |

j
(j) Л

. K-j-l г \.£ 1?~* п (J) |

Несколько усилив последнее неравенство, получим

6Г(ПI« ~^4lie U ^*
/I.Y1

я, следовательно,

^.^ СРй^
'

AУ.5Л1)

Нетрулдо получить аналогичные оценка в предположении, что

вычисл' ия выполняются с заданной относительной погрешностью.

Значительная часть статьи Голуба [I] посвящена вероятност-

вероятностным оценкам погрешности округления лля глеа^ Ричардсона. .1к

hs будем здесь на этом останавливаться. .
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ГЛАВА У.

Иогрешости метода кон шых

§ I. Обзор некоторых результатов (погрешность аппрокоимацкн)

1°. Метод конечных элементов (МКЭ) в настоящее время явля-

является одним из самых распространенных я чаото применяемых мето-

методов приближенного решвная кафференшшлшых уравнений, особенно

уравнений зллядтаческога типа. Эгому методу шсвяшева обширная

литература» как монографическая, так л журнальная» ?&ы отметим

здесь толь j монографии Bapra[ljt автора этой книги [22], Обэна

[l], Оганесяна а ^ховца [Г], Стрэнхю ч Фзосса [I* 2J, Сызряе СО.
Как кажется автору» в литературе, посвященной теории МКЭ, изу-

изучаются в основном две проблемы этой теории: тохдлка MIw .для раз-

личных юшосов задач механики, матемят ческой фЕзика z т.п» if

погрешности аппроксимации вычиодит&яькых прог осов МКЭ (ш твхи
.^шсуюгии настоящей книга)� Небольшое количество раОот? даовят«~

но другим погрешностям №СЭ; так. в некоторых работах: автора йо-

слецована устойчивость МКЭ относительно искаявния (см»г наггрк«

йерг C'^2j); в некс эрых работах^ ии которых мы здась отмегим

работу ]?!уховца tl]f исследовано число о<5условдйнност?и vatprjtB
МКЗ* В настоящем параграфами дади-л веоьма краткий обдор резуль-
TJvrcB, относящихся к погрепшоотяй* ЖЪ+ М не будем добвватьоя

полноты обзора я остановимся только на результатах» которые ка-

кану тс л нам наиболее ззажныма.

2е» Ддя оценки погрешности аппроксимагцци МКЭ основную роль

аграет теорза^а об аппроксимация произвааьной функции заданного

функционального цростраяства липае^яымк агрегатами коордкшатнкх
Ь МКЭ. Вс.?ш сетка "регулярная", т,е,г любой геаметричас-

ч пш10 .ается из накотороЗ фнкс^роваш^ой геометричес-
геометрической фигуры преобразованием масштаба'и сдвигом на цадо1^1оленньй

то координатные функции ЖЭ обычно модно получать так»-

яэ преобразованйямк яезавкешшх переменных из некоторого ко-

чногс набора фуши,.4. 'довдвтвордшюс с^оедвланяш ггрвбевадв-
тладкостгг и имэгшдо комшт* ^чьй носитель. Мы называем эти

В об^зм случаз упомянутые выше лянайяые агрегаты могут не

Ронсяьшровать функщш заланного класса. Ддл того, чтобы та-

ь»ппрокс2»ация иь:ела меотог нообходгмо и достаточно > чтобы

фуцлгции удовлетворяли некоторому конепному числу
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ношений. Смыод етих соотношений оостоит в том, что некоторые
вейиые комбинации, исходных функций ср; сдвинутыми агрументач»

представляют собой полиномы (ом» Стрэнг и Фико Ш, Стрэнг [;
автор [12, 222р Обэя [I]). £Ьясшш это на примерах исходных <

кций» рассмотрены! автором и Обэном,

3°#. Ц/отъ t - точка евклидова пространства Ят размерам

№. В упомянутых вшае работах автора [12, 22] определяется
аятже оиотвмы иоходйых функций'размернооти W 9 Зто набор фу;

^iCt) * гае teR^» (Ь •* мудьтгашдекс размерности ti>, kotoj

пряйзшает конечное число значений г завиоящее от натурального

раметра 5 t функции сО^ удовлетворяют оледуюоцш условиям:

60^6eC С $т) П Wp С Ям) t гда р какое-нибудь чнол<

ва промежутка Tip«с» ; Stipple [Ь^Я О^t 42}
г;«& символ^ означает векторг воа составляющие которого в bj

ранной системе координат равны чиоду А ^^^О

«5^л #» 0**М, I^US^i » Координатные функцхи МКЭ спрвделятс,
фор^лой

V (ул.
Доказывается следующее утверждение: множество ливейише агрехч

tub функций (УЛ*1) плог п в Wp4>(JOTor^a ж

да исходные функции удовлетворяют соотношениям v которые авто

называет фундаментальным»;

здесь* I - совокупность раднусов-вакторов вершин единичного

ба D^t^i » Может случиться, что фундаментальные ооотношек

выполнены для 0^1П^л> цри 3^>^ » В этом случае мы говерэ

об уоиленнше фундаментальных соотношениях •

64 г и фуадаментальяце соотношения верны при ■

и пусть X(t) - произвольная функция класса

WpCRmV7**™1 "P51 J ^01*№>0 существует такой лияейньй
агрегат x4t) ^нкций G.I»J)f что
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Заметим,,,что оценка (УЛ»3) остается справедливой» eoir заменять

^5> tf* Св) С(?">
Близкие результаты» ао только jym р* 2, оодердатся у Фикса

и Стрэнга [I] ж Стрэнга [ij* Для J-5 неравенство (У»3#1) да-
дане в статье Демьяновича и автора [!]•

Рассмотрим проотейший случай, когда ttv« I, л дуоть исход-

исходная олотема оостонт из i функций CO^CV)i 0Щ4>У\ • Явлбохь~

шее значение 5 у для которого ^огут быть выполнены усиленгше

фундаментальные ооотношвиляг равно 26-1* Соответотвуодге ис-

исходные функщш определяются однозначно: они р. ,ны нулю вне от-

отрезка 0<t<£ ; на каждом из отрезков 0<t< I и I<t< Z от

суть полиномы отеиеяи 26 - Г# ЕЬли ш;. Л t)
10

(УЛ.4)

ГИокнс отметить» что сумма s первой из формул (У*1«4) аоть отре*-

зок ряда Тейлора фушгаки (I -t) .

4°. Из яеравенотва O.J.3) легко вытекает оценка погрешноо-

тн аппрокоимадям ШЭ в энергетической кэтршее» Еассмот{нш алли-

стическое уравнение (скалярное или векторное
- безразлично! в

конечной области £1<^Итщ>% таких краевых условиях, при котор^

оператор задачи, дало:лтельно определен в L^(/l)» Отнооятельяо

области П предположим следующее: если все краевые условия -

естественные, то П может быть произвольной областью о липши-

девой границей; если среди краевых условий есть главные, то

предположим следующее: оущеотвует такая последовательность rv*—О»
что при любом % из этой последовательности область Л может

быть исчерпана кубами сетки с ддиной ребра 2&*
Цусть исходная система <0<±ь имеет размерность ш , и щгсть

она удовлетворяет усиленным £.уцд2ментальным оостношениям пра

0$1Я6 4>i • Наконецг допустим, что энергетическая
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задача эквивалентна водо W^6Н) . Тогда

t (ул.5)
Ш*М ДА ;

здесь 0Bt ~ точное решение задачи» . OuJ: - ее црибхгааввое pdj
ива го №Э» |

Коли среди краевых условий еоть главные» а Л аые#г

вольную лишшцеву грвшшу, то удается установить

хдаую оценку.: lo^-OE^l =0(Ш,
5°# федставдяет «штерес оценка чостояшюй С

СУ* 1*3)* Такое оценки, получены душ ряда случаев в работах
pa [24» 31])� Здесь о?«етш случай, который кажетоя

важным» Дус-гь ttv- It гоходгые Функщш оцрехг' .анн

) ) Wf*CRJ W^CR
у t у р ^

(УЛЛ) ш - фошуле (УЛ.З) Wf*CRJ* W^CR^) змвнввн ш

С CRh)s С C^nv)» пусть еще 6j«2d-< • Боотошшая С в 1

) Срьванотве (УЛ*3) зависит от 5 и 6 ; обозвачам ее через

оправедшавость оденкк

*

3

jiE Л ) - фуввдш двух нелочисдеавшс aprswwas, оoped
вдеман форцулой

_

» 1

начетное,

(УЛ.7)
'

• OOs» i^I], гл»У) так»» рассматривал кубячесяуя сетку 1

gvo cactetia исжодаых фул^локй состояв аз еданствеявой фу^
„__4,t4t)€.V\fa (R^) ^ «меющей компактный аосатекь, фс?£Х(!
дро«»»альЕая функция класса Wa (R^ Доказывается, что оуи;зо

Ь/Ч Г 4# (ь Л

удовлдтворяшая
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функция Jlt(t) Удовлетворяет фундаментальным соот-

а»; 1 по терминологии Обэна, "критерию сходимости*) .»

^ 1
Здесь ZMV- шюжеотво всех тни^рных целочисленных векторов,

^ - некоторые постоянные» Условие G* 1*10) не только доста-

достаточно» но и необходимо. Отметим, что довольно- .>дизкие результа-

результата содержатся в несколько более- раннем препринте Факса и Стрэа-

п СхЗ.
Приведем еще один пример ив книги Обэна.

Ц^оть &,(t)- хараггериоазнвсиая функция интервала G <t < I,

*3(,(t)i К« 2> $*••*? вооледователыше свертки %
+06 А

Очевидно, 3Cyi€: WaC^(H-f) ^ доказывается^ что функция SC^Gs)
удо^етЕоряет соотношениям (y»I»IO)f при этом

6^
7°* В своей статье [43 Шапошникова рассмотрела ореда

вопрос об оценке погрешности производных порядка 0 решения пер-
первой краевой зад^*ш. ддя уравнения

2*Р
в ^v-мерном кубе fl Как обычно, предполагается» что оператор
задачи положительно оцределенный в La( П ), уравнение (У.1ЛЗ)
в ^ не вирождаетоя и коэффициенты Д^" достаточно гладкие.

что точя9е решение задачи ^
; через fl^^Ct) обозначим приближенное решение, получен-

ЙОе по ,.кэ. Доказызаетсяг что оправедлиза следующая оценка noiv

аипроксимацииг
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Здооь СО^\х#>^) - наибольший Цг«одудь йепре$ыввоотж щхшэ-

водных порядка Ъ решающ CC*Ct).
Дшикарааяи [133 подучил оценку

<УЛЛ5)

в првдоодожешш, iot>?>J я что краевые уташш могут быть

Чроизводышчи
- Т1юбуется тоюька, чтобы оператор данной задачи

аж полсл. -алъно опредачеяныа в LatO). ;
8°. Небольшое число работ посвящено оценке погрешности ад- i

црог*1шаща МКЭ дяя вырождакщкосся дифференциальных уравнений,
В& приводя результатов» отмэтгм работу Гусмана к Огавеояна [I]»:
в которой реоомотреко слабо выролдащеася аллкштаческое уравн^-i

киев врлмсугольнжке на двумерной плосностл, ж работу автора [I4J
(он» также [22]), в которой рассмотрено линейное обшшоввнное 1

дифференциальное уравнение второго порядка с любых! показателем

вырождения.

% 2» Обзор некоторых результатов; погрешность искахе-

юш и чмло обусловпенвос^и МКЭ.

I0* Сфориу^руем полученные вами Тем* работы автора [12,13,
22}) результаты» которые относятся к устойчивости ,№СЭ относи-

техьво «скажвЕЕЯ ш и оценка числа обуслоБленности матрицы МКЭ;
о значении числа обуа^вленноотг для оценок шгрешноотей окаэа-

яо выше, в гл П.

Р&осмотрям аддхшическсе тгчфферекддадьное уравнение

I. (H)V(A^^)=|(t); (,.2.!,

оудек считать, что t меяяа^ся в ; вечной области lie Kw о

границей* Краевые i довг^ будем считать такими» что

задачи (У,2»1) пра этих условиях - шложителыш опрв*-

в Lj( Л )* Щшюм еще, что |eL/i] ) и что д

и оааратор (ХЛЛ) не вырождаемся в U . Наконецр
что Ct(t) есть К-4еерацЙ вектор,4



Башу краевую задачу оудем щибдшженно решать по ЙКЭ щг ш*~

рда функциях» ошоанных в п-3° § X* Усю^адсвсютъ и число

обусловленности последуем в яаких иредголожензшс; либо речь

ядв'л о первой краевой задаче * «сэдаь обдасФЬ II может быть щюаз-

вольной лишшсцевой, либо 11 - куб,, вояка краевые условии шгух

быяг- произвольны»* р
[^асомотрзш сначала шрвую краевую задачу» Дуоть и, » щаг ое-

5жи. Рассмотрим оигртаав яубн сетки с реброрд Н- •

ри их зерв шлаш ввд ]rv , где jcZ.1^ ео«ь цедочисяенный

торк который будем называть йсшром ооотве^^твущей: веракш* У

каждого куба сетки ecrci» вершона с шшжшьойш номером j * Обоз-

ааадм через *} множество таких зашевшгх номеров» оо

вущюс кубам сеяка, лежащим вцутри Л . фибдшкешое p
задачи будем искать в виде

&* (J.2.8)

где ^jfv- функций иЛЛ)* Обозначш через t^"' вектор коэффщда-
ентов a^j л через jf его размерность* Этот вектор определяется

из «лтабраягчеакой систегдн

а &) Л

« штркцй поредка Ж* Jf\ ссстадделнал из окалярдж вро-

ай [^^%,]'ЛЗ^ |^- вектор с ссс^вляшшшС|,^ и$
с обычным евклидовым цросяракством л азаерен&й. R,^-

Раоомотрим два ЛГнйеряых^гильбертовых, пространства Xv и У^

{fvK} - поол;едоваа'ельность значений (г , огредшцаяся к

49430f и \jfK) состветсТЕущал яоследовгтвльносгъ размернэотвй
■екторов коэффицаеят i. Доказывается,, чаю процесс (У»2*3) опрв-
■бдения Ke;wopa коэ^ШЕи^нтов а(>) ус^та (в смыоле второго оп-

Ред) в псиутедозательноо. . шр прострачсгв ( Х^ , fL-, ),
» следовательно, такие постолвнце p»CJ,?t>OK * что воли

г1© июкадеяное уравнение,
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имеет единственное решение и

- искаженное приближеннее решение. Доказывается,;что существу
такие доотоягшые р',^', fc'XJ f что если 1П^141Г/ г то

1Г Upiry^IJTIi
иначе говоря, доказывается уотойчивсоть цроцесоа вычисления !

ближенного решения в соответствующей последовательности пар j

пространств» j
Дня той же первой краевой задачи доказывается, что число j

обусловленности патрицы Afc имеет порядок 0 (h~ 5); он. рабоя
автора [Г r 22J, |

Те же результаты получаются,, если облаоть О. - куб, а край
вые условия

- естественные* Эти результаты верны и для процесс

вычисления ооботвенных чисел по МКЭ; см. книгу автора [22]» I
2°* Руховец [ij предложил некоторое лроотое видоизменение^

_*шщионала энергии доя уравнения (Т.2Л) и ооответствущих е

тественннх краевых усло*^, в результате которого точное рези

вхе задачи не меняется» а оценка 0 (ЬГ"*) для числа сбусловла

ности матрицы МКЭ оцраведяива в случае любой области о доотат

но гладкой границей» Как доказал Чистов [ij, длл функционала
Руховца оправедлнвы приведенные в § I даягой главы теоремы об

уотойчявооти щюцеооа МКЭГ если граница области 12 достаточн

гладкая»

3°* Первой работой» в которой исследовалась устойчивооть
процесса ЖЭ, была статья Демьяновича [I], В этой статье расе

трена несамосопряженяЕт эллиптическая задача

11
На область Л накладываются некоторые ограничения, которые bi

полнятся, например, если 3il€:C( , Вводится кусочно ползномя

алькая исходная функция; с ее помощью строятся координатные

функции :ЛКЭ. Вводится в рассмотрение цроотрантевс сеточных фу!



цвй о узлами, лежащими внутри Л ; на этом вространстве

од две гильбертовы метрюсагЦи-Ц которые в . редели,

вареходя* соответственно в метрику Ц ^ в энергетическую метри-

метрику главной части оператора задача* Норма произвольной матрицы

Д определяется формулой

здесь t^tf7- щюивволыше алемвнтн уюшянутого выше щюстрано*-

ва сетсчь л функций, I^otb f\ f 5 f X -Ж }
оуть ооотввтотвевво

искажения патрицы МКЭ, столбца свобогта членов в прийиявнного

решения; само приближенное решение1 обозначим через X К Дока-»

зываетоя оуществованив таких постоянных р^Л>0„ что есдх

irUt , ТО fa fo

В той же оуатьа исследуется устойчивость процесса Ш дхд

уравнения (У«2»7) в предшложенни, что искажение Г^ принадяе-

жат некоторому опидиальноыу пространству матриц» Идеи работы

Демьяновича [ХЗразвиты в последуодих работах того же автора [2,3
§ Зг МКЭ о одной кусочно полиномиальной находкой

1а» В ближайших параграфах данной главы ьш подробнее иссле-

исследуем погрешности МКЭ в том случае р когда исходная сиотеш оодер-
№ только одну функцию, удовлетворяющую фундаментальным соот-

аошенилм (УЛЛО)» Дая простоты ограЕичшлся более частным слу-

случаем , когда размерность Иг= I, а исходная функщад есть кусочно

ишшоадиальная функцдя JfK(t) (формула (УЛ.П))» Шгреюиооть
апдроксшшцш! в этом случав исследована в работах Стгрэнга ц

Ф«кса [ij и Обэва [I]; см. также п.6° § I данной гаавы, и в атом

*иане т ограничемся тем, что оцешш шстояаную С в верав&ао-

^ве (У,1,9). Этому будет погашав настоящий параграф. В § 4 мы

Рассмотрим шгрешосгь окажеиая, а в } f - число обуоловленаоо-
**

аахрвцы МКЭ лая той «в ио: ^дной функции %K(V )• В § 6 мы

^ рассмотрим погрешности МКЭ для снмшшцйальаых oeros»

°» Начнем о вывода оценка производнш; шшшоиов . Jt^t)»
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"о

отсюда» очевидно,.

Замеш %-%=% дает ,

^^и)-^сИ. (у.з,

В частности, при: 6=1, М^КЛ^СЪ + Ящ ttH) 4Й . s

С цел^») оценить поотоянну» v форляуле (y,I.9)t мы воспроа

здеоь вывод этой формулы» цанный в книге Обэна [I], дс

нив его оценками констант г вволш в ходе рассуждений. Начв

о поотроешш апиуоксимирущей функции COCv)(t )• Наряду с иол

иой функцией JtKt) -3tK(t ) введем в рассмотрение еще одну
п^по X(t) со оледующиьш. свойотваяш: носитель этой функции кО

шштен,, она ограшчеща^ гзмерйма и

J5
-00-00

Цуоть &£W£ С^) » причем SttppX компактен. На ка:

интервале С$ъ »CJ+O^ ) разложим X(t ) по форгдуле Тейлора
крут точк» \h и введем обозначения

да и\ к;я л jf|, k^Aty
T

Jjfv vu> д i^ *

Вводится оператор, который мы обозначим через

действует по правилу
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доказывается, что этот оператор оставляет инваршнтншж усочно

полиномиальные функции отепени »'.

Шложшя теперь Х( '(tN =GjJk&)Ct) и оцвиш разность

z

(У.3#7)

Первы.1 член справ^ onej^L- **? неравенству Коши - Буняксвсксго:

(У.3,8)

^v,4
Займемся вторым интегралом* Временно полежим У{^(& )(W
По определению оператора ф^

supp Act) .

^^^tofdpSV (у.з.9)

из производных 3f^(^; -p) r отличных от нуля (ях «шело

превосходит к+ I), не превосходит У г поэтому

2 (у.зло)
в (У.З.Ю) достаточно по тем р , для которых Г ^



" ш -

; число к я Р не цревосходаю КИ

lXct)Uft-"»»sp /(. Тогда

(У.ЗЛО) го вдтерюлуAЯ,({Н)П') , md

Найдем пределы иадвнешш р , когда

которые оеиачают, что (^-p)e[OfKtQ ^supp^CP) . Otciwa

fP ч*о в (}*ЗЛ1) p*i-K, V-K+4,^.ti , * его верав«аот

' J

Воюгёш, что U=y^(pCrV*V Эко проводе? аао а

!4на»пгшо наравввогау (У,3.8> нетрудно аодучихь иеравваогао

2 с& "Ц'У >

и ва ( .3.9) найдем .

L
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Наконец, просуммировав неравенство (У.3.12) по \, , пг

„. 4 определяется форелей (У»ЗЛЗ)»

Допустим f что энергетическая норма нашей задачи имеет

« j£ ф*
'

UC4tlX "

Обозначай через Xf точнее решение задача, а через &# црибзш-
женяое решение по МКЭ; допустим еще, что flt^W* • Тотда» пода-

гея k< I, находим
к

•

постоянные С^ в С« определяются формулам! (У.3*13) m vJ.3.15),

$ 4. Ik/Грешнооть иокаяення

1°. Рассмотри* обыкновенное диф1*Р*яциаяьное урванеете

Коэффициенты p^(t) предполагаем измеримыми к ограшгаевнштг

причем коаффнешеят p^(t) аодожчтельно огрвюпвн оняяу; крае-

краевые условия таковы, что оператор задача положительно определен
-

решеш» еадачи будем кокать а йидв

?
где и- - произвольно выбранное натуральное число, Нао кнтереоу-
пг только значения te<0, I)r и достаточно oywmponav* лишь vo
*&А j r ДЛЯ КОТОРЫХ

^cTb(V?V(jo+i; t где je целое число и 04t<1 • Тогда

. j ri" j +^ ».и У0*00 ^у'4*2^ ?Уде1р выполнено, если

°So~ j«5 t или jfl"i4J4J0* Далее, je меяяетоя в пределах

^ l г стсита получаются пределы изменения J r

n- I t и мы приходим к следующему выражению
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(У.4.31

Сдотемэ уравнений ШЭ имеет вид',

как обычно, здось квадратншли скобками обозначено скалярное

произведение в энергегачзекой метрике k а круглыш скобками -ij
скалярное произведение б L2@,. I),

Обозначим через ЛГ«И(бН) + 4 лоредск састемы (УЛЛ)Р Ч\

рез Jd^- иатрзщу-дэтой систолы, через ftc }
и |( - вектор в !

о составлявши и (| *^;^) соответотьв. о. Система (УД
записывается в веде

2^» Нормы !!х IL й 1ft ^Ij связана двусторонней оданкой|L

ее, Имеем

... (fo 2

S

промежутке ((t4)»-v, W( ) отлична'от 'гс.чд.всгвенного зтуля

функции ^^Ct)! j = &~3-4 j t"^?. *
-,

l~\

ЗОЬогШДДкЙ янтех^рад ес^ь нео^рж^тельнвя кващм^кчнай фор*аа
лервмвнша ft*.^ , Qf%lt >

• • • f ft/.f • Докажем^ что за?& фор|
-131>еделейная* йасть она равна нулю* Тогда лр«

ДЯ*р) » р « 0/Ir isf,..»4 линейно
Эчо утзервдблав очввялю спраье}гдиво пра 5 = О л

„
„.

„^
_

«, что оьо сарзвэддгри для некоторого йя,пекса i - I и д



, что оно справедливо и для нвдекоа д . йюк, ИУ<ЯЬ

определению^ункций %

£
^ J p

Так как X ыенявогоя в цределах @г I)» уо 3fw (йН) -»0 ,

.
СOt + 6) — 0 * я члены о индексами р»-1а р-6
Мы ярюо тождествуот, Мы ярюодкм к тождеству

аддукщюняоцу

J'| = •.'•-» 0L5 • г- d » Теперь

m лак ЗСд (й+ р )f<0 к 3ta(*+ р )»0 , фо сЬ» 0, и

ье^денив доказано„. Из этого утверждешал вытекает оущвсявовашое

положительных а не зависящих о? Ь г к ваджчша 0i п Сц Р

справвддшвы неравенства

или, если воспаг-зова^ься формулой (У.4.6),

Чросумшровав ато ш I , шлучш заскоыоо

Дй*1ж li^QVIiiu Ig^, (J.4.7)

J3 * %едв« в

c
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stsj пространства - сопряженные относительно скалярного умно*
в rv^- •

„ „

Обозначим через А^ оператор, действующий из X * в У^ а

рожденный матрицей^Д^^ Будем рассматривать fl/ }
а |(^как эл

мекты пространств Х^ а 9^ соответственно. Тогда уравнена©;

*(Ув4,5) можно придать вад .

,
;

Теорема УЛл. Вычислительный цроцеоо (У,4»в) устойчив ш

смысле второго определения в последовательности пар простра»

Доказательство этой теоремы дословно совпадает с доказав
ством теоремы I § 2 главы IX княга автора [22]г и мы езто зде^

не будем. . 1

Обозначим через Н подпространство энергетического npocj
раяства задачи настоящего параграфа, образованное функциями jj
да . нонн

рЗ
J "^ •' (У.4.9:

с цроизвольными коэффициентами c&j • Оператор (У.4.9)г перевода
вектор А/ = Cct,^ j ot.A+i , *, . jo6 )в функцию CD VH l обоэ

чым через П^* ^иближея ^е, решениеX флвожно определить из \^ ^ , р

вммм
, п-< Л) А)

Теорема У.4,2. Вычислительный процесс (У.4Л0) устойчив?
смысле второго определения в проледователк'эстя пар щюстран^
(П , KyJ. i

Эту теорему #ц здесь также не будем доказывать: ее доказа

тельство совпадает с доказательством теоремы 2 § 2 главы IX \
книги автора [22],

Так же f в Дйтировг юй здесь книг^ [22J, доказывается,
число обусловленности матрицы it^ (уравнение (У»4.5)) имеет \
порядок 0(А" ). -i

§ 5* Симщщииальннв сетки; оценка аппроксиматдо!.
{

1°. Симшшццальяые сетки имеют то вахчое преимущество пе^
кубическими, что они, вообще говоря, позволяют лучше аппрокса

лшровать произвольно заданную область. Из большого количества

]>абот, пссвященйых методу конечных элементов с сммглдциальню*



а
мы (ушетим здеоь лишь немногие as тех, в кторых изуча-

изучался погрешность аппроксимации шш искажения; чтсаже только» .

оетки сиотемаяачеоки используются в книгах

й-анесяна и Руховца [I], Странна И Фикса [2] к Сьярде

[ратквй обзор работ по ЖЭ на симшокдаадъных сетках за время

[0 1973 г* дан в отатье Ксрнеева СИ»
апамал [13 построил приближенное решение двумерного эддить-

^чэокого уравнения четвертого порядка в виде функции „ которая

15 каждом ""реугольнике сетки представляет собой поллнсм 5-й

;тешш* Метод к результаты этой работы бшш обобщены Ееяшаеком

[I], который $иссмо|1'рел куоочно полш^миальные фунйщш степени

tf + I к обосновал метод для значений i= I» 2*

дальнейшее обобщение дано в работа Брзмбда и Зльтла [ljf в

которой рассматраваюа'оя алляптилеские уравнен^ш любого порядка

в двумерной области� Б каждом ие треугольника сетки внделяетоя

ooBOK^uHoo'Lb узловых точек, одна из которых лежит в центре тя-

геста треугольника, а остальные выбираются в вершинах д, по оп-

определенному цраьшгу» на стороаах треугольника, В узлах зедашол

аначенш! шлинодш. а некоторых его производных; максимальные ш-

рдап 8тюс цройзводккк оцредедятоя так, что<5ы число условий р&-
вшуюоь B6 + 1)D4 + 3) - числу коэффвдвентоэ иолйысш стешш^

i+ I от двух переменных» Доказываются следующие утвер^деяня:
i) 'Зуществуе* едавотвенный полином Рд(^РЬ^ ) степени

W+ I* удоалетворяащй упошшутыгл ныше условиям. Заметим, ч$о

* 1»боте Корнаеш а Шшомарава [I] дая явныИ вид полшомоь

Л - зашивая ьшогоугешьная область, разбитая ш

же тр"*'гчмьншй 1^ • Доцуотим, что узлы» расположен-

па сторонах ила в воршшах треугольников, выбраны оданако-
всех тех тереугодьшшов» которым раесша-рштемый узел

Тогда фуакшя ^(^.t* )» которая на аавдом аз

Тг с лштщет.^р ссответохвуюищм дэднаомои pd(t{it«)
яежжг ири подход^ышв выборе 6 K.№Jdcoy С * тае nv ^ по-

шрдшеа данного ур

1^сть дана функция OUeWj; (T). ада

отерцЗ^ треугольник о вабракаши на пш узлаи». Задодш

уааах значения фуакщш X я ее ооотватствущкх производ-
* построю* по этим данным полином p*(t|, t2 ) так, хак эою
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указано выше. Тогда оправапдава оценка

df - наименьший угол и к - наибольшая оторона треугчщ

� Оцейка (У»5Л) установлена для всех «^ 2, кроме К

для К ss 3 оценка (У» 5,1) получена Чистовым [I].

2°* В своих статьях [2,3] Женшек рассматривает тетраэд*

ральную сетку в трехмерном пространстве. По аналогии с резул|

татамиг полученными для треугольной сетки на плоскости. Женин

делает следующее предположение: простейший полином в trt-мернр

симплексе, который позволяет строить кусочно полиномиальные j
раз непрерывно дифференцируемые функции, имеет степень tVa=C

В ттишроваяных работах Женишека излагаются результаты, получа?

йые им дая 'т,= 3и 1-1, 3-2;: степени соответствующих i

ливомов суть 9 и 17, Построение этих полиномов требует соотв<

ственно ь. .полпения 220 и 1140 условий» Хотя автор и приводит

связанные с этими полиномами оценки аппроксимации, однако, met

он замечает сам его полиномы практически не применимы»

В01. В статье Бергера и ийаркса [I] рассмотрена апцроксимаа

функций класса С (•** ) кусочно полином игьными функциями
степени на оетке кэ конгруэнтных прямоугольных треугольников^
Область й предполагаегоя многоугольной; в каждом из треугсхй

никсв оетки интерполирующий полином 5-й степени определяется

значениями интерполируемой функщи и ее первых произвольных в

вершинах треугольника* ГЪгрешность.аппроксимации в С (£1) и-

С (Л) равна соответственнее (ft )и 0fl).
4°» В работе Чистова [i] рассматривается задача апцрокеш

ции гр ЖЭ функции &е Щ*\й) (Л - конечная область в R4J
на сетке щ образованней неналегающгми правильными треугольника)

с длиной стороны % . На такие сетки распространено определен^
походных функций, а ач же способ построения координатных функ
щхй жз исходных; нссятелд координатных функций суть правильны'

шеотиугольшшн с центрами в вершинах треугольников сетки. Выв

дены фундаментальные соотношения, аналогичные соотношениям гл

Ш и дающие необходимые и достаточные условия полноты системы

ординатных функций в №\&). Дяя А = 2 построена система ку

сочно полиномиальных исходных функций 5-й степени. Ъ

зависят от существенно меньшего числа параметров, чем упомянув
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н» 1° полиномы Женашека, поэтому снд проводят к г тебрад-
системам МКЭ более низкого порядка.

§ 6. Теорема об устойчивости.
I0» Устойчивость МКЭ на сагшщиалышх сетках исоледсвава в

работе Частова [2] для первой краевой задачи» Рассмотрим фор-
^льна самосопряженное эллиптическое уравнение

L С-
UMJJI-0

при краевом условии

Будем считать, что оператор задачи G/ ,1) - (У.6.2) тшжитедь-

но определенный в Ц/£!) и что ,й - конечная область в %т.
1^гсть Q - многогранник, Q с jQ r и цусть в fl*' эыбрачо

конечное множество tK узлов* занумерованных в произвольном ш-

ряоке^ К- I, 2r.»,»L* Разобьем Q ва симплексы S^,, t^» Ifr

2^..г Ьо с вершинами в 'злах tK » Потребуем^ чтобы S^ удовлет-

удовлетворяли ''условиям совместимости (еле, Оден [I], п. 7.3)» Обозна-
Обозначим через 1цк длины ребер симплекса $ь , сходявцихоя к вершине

с гкжзром К . Цусть Ргк - параллелешпаДг построенный на этих

pedpax, и р^к- тараллэлешшед с ребрамк единичной душны,

роенный на тех же направлениях*

Ест Q, множество в &И1,, а \Ш - обьад (мера) этого м»о*ео-.

тва, то, как известно,

j I
Mv

•Vя 1ST
*

~wT Д ^ * '

(f.6.3)

Введен обозначения; Щ-Мпхк^ t ^ = Щ№М(} v**tnw>\p% К
Допустим,- что

^ЛуЦ •
^Q ', СПС^ = COnst. (У.6.4)

С каядым узлом tK свяжем координатные функции H^f^);
здесь i^~ мультимндекс размерности т9 пробегающий множество

0^ I vl 4 5 9 причем число Ь одинаково для всех К � Будем счи-

считать, что функции Ф*к обладают следующими свойствами:

а)
*

б) Sl*ppPjKc2K , где ZK - многогранник, образован-
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кый симдаиксама о обще* вершиной tK ;
м

г) Существует такая последоззя*&дьность htu'—+~Up что шсле~

довательность соответствующих конечных окстем координатных функ-

функций {ф{к} полна в энергетическом пространстве Нд нашей задачи*

. д) Цусть So - сишгекс с вершинами (G,0,••�»())„ (XtGt,.»,
О),*».» @,»*»г0Д)* Существует такое афкнвое щрвобшзованзае
сшшжоа So на S^*. t =U)V(T) t что если %tCC) = Ф^С^СТ'))»
то наименьшее собственное число w >жци скалярных яроизведевкй

L С?) ограначеко оназу положатедшш

tt которое може
*

зависеть только от облает^ XI к оу поотояй-

ках Ci^C« из Ееравенотв (У,6,4),
Из уодявяя д} витекаат, ^то вроцесо ЖЭ сдодщтся пр» !%"*-(

в норме Нд . ^ем ба^ее он сходится в более слабой нахале

Т* есть^точное реше же* а

вел приближенное решение задачи (J*S*r-2)t то существует <№№&

настоянная Со г ^то

Р&ссиотршя иодпрострш^тво Нд энаргмщеокого

Нд» образованное фузкдияаы вида

Оцжшм верму венто;

^ • якобшп njwodpeoc лшя ошншекса S^ в ошпдежс 5С:
как хорошо аз»ест»>' *3J * S^iS^i, Ж^ее, из соотношений
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С<Л

здесь ЛГ - число составляющих вектора Л • Так как II Я> 82 0^*
^llX Ln» то 0ТСЮД& и из (У.6#5) следует, что величина^

fv^lla L . сграничека. Обозначит теперь через Х^ a jf

гильбертову Х-мерные пространен а с нерлами

м -Г*1-^,1-1,ж.Г|-1^,
где ri любое чдело из последовательности (rv^j.

На основании замечанияЛеЗЛ можно Утверждать, что щхщвоо

вычисления коэг|фициектов й^ устойч^ относительно погрешнос-

погрешностей искажения в последовательности ()L», У^- )f а процесс вычис-

вычисления П£иближеяного решения СС# устойчив в лоследовательностнЕ

( Й »> U ^

Аналогичные теоремы можно доказать лри проиэвадьвы^ краевь£1

условиях» оотавля we опиратор (У.6»1) положительно определен-

определенна, если обычный функционал энергия заменить функционалом, ко-

которой ввел 1уховец[1]»
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шва л

Язгрешности приближенного решения интегральны*

уравнений.

Проблема, формулированная в i звании данной главы,

димому» пока еще исследована не вполне достаточно

те результаты v которые кажутся нам более важными»

Канторович (еле. Канторович » Крылов [I], гл»Д) иоследовая:

погрешность авщюксимации метода механическая квадратур и

да замены ядра вырожденным ддя уравнений Фредесхш*аг Вольтов.

количество работ, посвященных приближенному решению Фредгодьм)

вых уравнений, а также одномерных сингулярньа уравнений, пред
лажая Габдулхае©: (подробная библиография щ ведена в его пвщ

£33)« Некоторые'результаты по приближенному решению интегралу
-|ых уравыош^ фредгсхаьмовых и сингу-кярных одномерных» ^
аы в кшге автора и Смошщкого [13, глава У1, В книге Гсхберя
ж f' 1ьдааЕа [I] с большой полнота*, излодено применение проекц
сшша. методов к *ураваеииям в овертках^, т„е„, к уравненкям,

являющимся обобщением известных уравнений Банера - Хохфа* Над

торне новые подходы к приближенному решению уравнений Фредгод
на указаны в книге Апселова [Ij* Приближенному решению олвом«

ша сингуллриш: антегралышх урахшений посвящена книга

,ф» х Зильс^рман" [I]. Ряд результатов по приближенному решеш|
сингулярных кнтегральных уравнений, одномерных и многомерных,

содержитоя в книге авторе ^ 1^>еодорфа [I], приближенному реш*
яшо многомернт

'

сгнгудяриых ивтегральша уравнений посвящены 1

боты автора и Вздевсй С13, автора [253* Отметим еще сборник;
статей под редавдей Делвса ж Уолша [I] . Андеросена^ де-Ху:
^оЕаоа £l]f доовященг х приближенному решению ин^егральвш:
внйяяЙ» a ^ai з весьма интересную статью Цресдорфа к Шьшдта

siKHrepoS жигучено необходимо^ ж достаточное условие сходишь

адиого варкашю метода кодлозсадеш, сачзаннохю с ЖЭ, и дана ol

нха соответотвущай догрешости ахщроксишцди* В работах авто}
[G раязи* ms<^ щшбдиашг-охю вычаолеяия резольвенты |

je, основанный на кон тноаяемеатной аиарокешмащж лдр|

ущю^енпя вашей, а отчасФж и выкладок* мы будем раем

сматривать наие екалгфйне уравнетая в R^ и будем считать, эдй
Д8«с ркрчл^шнжя есть отрезов [О, I]., Распрострешашй
на более общае уравнения Фредаодьма очевидно^



» пожалуй, является аппроксимация ядра по ЖЭ * хаи сду-

когда множество яягагрироэаюи ке доцуокавт взаимно-одао-

огоораженяя на куб; это» адута* раосмотрвп * стетьа

vops [20].
§ I. Применение методе м&шшкеспгх квадратур к

ненадм фредгагьма

(Я.ГЛ)

«то }еСС6)[0,О , ЗСеС°15Ц«»[0.13) к что «оло I

tie дорактерасичеокое дан airpa JC^t »'Г )# Уодовкд ма лдро

понимат* гак: б квадрате [0t Ij* [0r I] пу^чвотгутг? й

все производные вшда ^

Из наших уалвкй вытекает, что уравнение (У1ЛЛ) имеет

но и тагьки одно решение ОС^еС*" [0,4].
Будед приближенно решать уравнение (У1ЛЛ) го методу

ь~ческих квадратур, рамеддя интеграл ш квадратурной

(У1Л»2>

что »та формула о^аадазт одедуюци№1 свойствами:

, то

р^^Ьг; 1Ь L ; h^bva^ -% ); Chemist. fyt т дч

еамшшя в (ЛЛЛ; антегреи ш> форцудв (У1ЛЛ) в отбраоы-
i остето«уч| чьан, подучлц новое ураьнет*в

^\Ч ) ко-крого ^удвм расонатрлвать к^ ад»5ли^шоз

^j 4Н # Это даст яа^ ь^м^рал*«*>*> c«cv«ry



- гзо -

#Г • s

разрешима единственным образом/ го тем же свойством обладает ]
/равнение ГУ1#1«5), Очевидно и сбъа^кое; очевидно токже. что \
любое решекге уравнзьдя (У1,1»5) приналугеждт ч классу (Iе" [c?f|

Операторы

\
рассматривать как операторы в С 10» Йг осеням норилу 3|

рагностй. Эта норма равна

раторы ;

(Г
К (И) I

l

ГЬ caeKite G1,1.4) £то не гревосходит величины

A iCfc*! С-const

Таким образом, при дос^аточгю малеч h г^зпость операторов

(У1.Г.7) сколь угодно мала по норме С •

кятегралъные операторы б (/1,1,/) обозначим соответствен!

через % и %п, а их разность через &п , Уривнйаяс (У1.Т.З)
жно записать в

и» следовательно,

»а* - у?!^* ia-эо i^'
фи достаточно немом К- будет В(

Теперь,

(rf-,,; С - const.
(yi<.^



С нетрудно уточнить:

Формулы (УХЛ*8) и (У1Л.9) даю? оценку'пг грешности агщрок-

ция метода механврескюс квадратур для ур^вн$н[1Я Фредгсльма,

2°. Рассмотрим случай, коглд ядро и свободный vios урачие-

нлл (/1,1*1) только неп^ерывы. Для произвольной функщм U(t )

определим ее модуль HoupepirBRojij* U) (tlf fv ) й допустим» ч*а

.At,, заваои? от U > по не от rv , Наимаяьшееи
значение Я1а обозначим через

U)(tt, к 4 Д(иЖ^)« (Л.1Л0>

им, что модули нвпрериьиосл ядра %(% t X ) ш свс^о,дного

|(t ) удовлетворяют взравенствт (У|*1»Ю)* Тогда то«^ же

удгялетворяе? ^ решеаи^ у1\звившш (ЛЛЛ).
^м пространство S фумкдий, иеорерьвчьпе на отрезке [0^X1

с модулем непрерывности, удовлетгоряодвм неравенству {У1ЛЛ1)
г с нормой

s c
Очевидно, jjCC^^i6 , Докижеи% чте операторы (УГДЛ)
гш в S * Одсзначт (JC)(t) {/(t) №1

, Teik-рь раосыо?рш

Допустим, чти .для фуякцяей {f(t )»
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(У1ЛЛ0), остаточный член кяалратурной ^юрм&лы (У1Л.4)

оценку

Дсполшктегьнд предположим, что

ito с«внке О1.Г.14)
s •

/ j
с

lr Jc red) 4 С, I д>Ис rcfi); C2 - const.
'*

Дряее, во той же оценке (У1»1*Г4)

отсюда M Ww.x)«aC#^ r(fv) l^lc
f . Такклl ,C

я, Li-и ?V лост^.очно NrnoAi, будет 1С1"Л)t^ !EЛI
Поступря -алег, как в концз пЛс, ислутла

Ьс, ^/c/.cTpirv. n-jri-'cnuo^Tb игклхенил для уравнен

ла, ;^.я'о: оДиле-'тостк остановился на случае пЛ^



через Дп натрещу сксгемы (У1.1.8): A*~I№-#W# где #
трщ» адемевтов c{f ЗССйЛ) » 1П - единичная мащдов порвдка

«»» . Будем ршняштриД» Я* ~ Ц}"{ flcV'-'tl?) *

J »(|, ^ Ь,-мЬ) как агкторн э пространстве Уы
'

to

(ом» 5 9 гя.Ш). фо?ь itv - наяюкыаав оангул:^риое числю штригш

Д * Ток как у^} суть зчаченш у^}- реленля ypzBueumi (У1*1«5)

-3 дочках t^ , в tj^-^X^ к тем более tj(^ -4л-»ф#, то нормы

^l огрвдаивзад в совонугкостя а по доедскшо Ш.2.2 дяя

процесоа (У1*1»б) в гро^сдоват ( УУ )
в достаточно, что^ы IA№ly _^y

f мя уото*чйвостя .щ»це«^са (¥!•!.&) в упомянутом ?деоь сыыоле

неоою/чуо к досгатот--, пт<х5н ijJJ <?ыдо положктелъно ограничедэ

ся^, Легко убедиться, что это «е услсгке необходимо а доста-

гочно дпя устойчкгоастк процесса вичдсления гфиблдикного решвт
яия в соог?етствуюч|в1 последовательности rap шдщюстранств^

4°» В ^0щ«« случае мохво одеяить го1*рвшвостя кск-1Ж9>аья л

округлепдя лдп: метода механических кващатур, используя соотввт-

ствущяв сцеяки для линейки* элгаг^ичеоквх скстсй (см. § 4
,

гл. 1)#

} 2, Уравнения 5рвдголь'/аг р.ала««не л.здашыш
Г°. Цусть n yjABHoraa (У1,1*т) адфо удоклетворяет

гву

I3kl

решение этого урввняяяя можно построить но месоду простой

"ерашш:

J
^iv" итериреганные ядра» Ряд A"х.2,2^ o/ojurrai в С[й» I] как

"Р°^рессгя го знаменателем П w точзее, П-й член сого ph^vi i:e

■TteBocxjiWT т»ел*л-ч;щы fl№f ||CO^ • Удэ^нсв й|Х)жз^о

^сл-нвД не пс формуле <71.'Л<?.). % по о^ччнэЯ схе :е
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Однако, если ядро 3C(t Л } имеет более мл» меяеи сложную от|

ктуру, то вычисление интегралов, входящей: в формул
становиться затруднительный. Поэтому ыи прибегнем к

цодегду (си. работы автора [18, 23J, где этэт прием исшадьзов

э белее общей ситуации).
Ввел'« фун!:1ваю

0 , t
обозначим

Эдесь IV- произвольно выбранное натуральное число, (г ^ 1/2lj
t (JH )K . Воли ЛсС*(О), й«[0,1>[О,1], «о (см, раб]
арюра [22], гл.Ш, § I)

t

Шотоянную 0 в последнем неравенства можно вычислить вс

(9*14) статьи автора [24]; ом» также кнш^у автора [3
Кар.1У» § 94 Заметим, что в каквм gjtjwc следует в упошшуто)

формуле (9*14) положить Л = I, а тогда легко ;юдучается С
так ч-;о л

Возьмем П отолъ 'ьяъжч, чтобы правая часть оценки

б!ш* ие^^ъшс» чем Т-^ • Тстда, очевидно, W1^ ! э<^
Зоыенч^ в yi>ar.Ljutti (У1#1Л) ядро ^С на ЗС1'* , а свободней

J( v ) - era новечнеэлементно'* агшро?г(Ц£мац1ей

Раввость Ut) • t "

(t )

рвЗНОСТЬ

w ; * j 11 ) есть радость апдингт крцро^ 4~j\
; в нее ломаной IJ* | '(t ), Есля |еС'(е}[Л{3 , та

ъ УОЖБи Р'<;числЯ1д пи .JGbyvjia
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rtd-t>,c

погрешность аппроксимации от та^ой замоны» Пояоо

уравнение ямеет влд

i). (У:>2 8)

ияая это с общей схемой п.4 § 4 гл.1, бндг>м, что в дакяом

с/.учая Г ~%-$ f где i% я % - интегральные операторы о яд~

ptivA 3C(t tt ) ж ЗС (t ^t ) состветствеаво.

По ;ормуле (I.4.H)
(

все нормы рзятн в CC^tlj яли> соответственно, узСССО*ОхСО,0).
Используя HeieBfcTpa GI»2.G) и (У1.2,7), а также неравенство

К1"ЭС) 1 < С^й) „ ездучин оцекку погреошостй ашрокоялацвд

Ш2 Wi-7Ш-2

можно ещ-j боопользоваться тем» что

Ц ГУ1.2.Ю)

3°. Решим ypаБHe^та^з (У1.2.8) по мето^ нтераг-дй и оценк.^

П°г. зешеоть алгоритма для этого уравнения. В данном ^учае шт.

сховдтся как прогрессия с зиаг^нателел й

точно X атера^яйг то погрешности алгоритма будет :и;эть оценку
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Дрцуотим, что чдола %(U »tK) * |(tj )

Сггй, тогда mi* имеем точэгуо формулу

Щ

Ввтрудво ввдечгь, то

Пэдставиь 8то^ а также значения £(t)ft Jv ( v /f )„ в

(УХ.2»1/?) s приравнивая коэффициенты пра cu(-|* -j ), шлучт

в последнем фсодеотве проото вычжоляатся; обозаашв

через %\ДЫ, швеи u^.ttfMi«

{

В результате мн/щшходим к оис^вме рекурревтаых соотвашеняй

ко^адиевтов (№ г

(Л»2Л4)нддс решать пра начальном усло»и |(|
n мн введем в пространстве 2п-комшнентннх закторо»]

со фэрму^г ial- nwaot |а|| , тонеда опв.ра*сра б

■!i

d, аатдозд зад-шщи чпсеа Uf^ Гфорглула (yjAI3))tl
-1X0 . \
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Orcjojoa В * К • UWfy*ty r а при фикокрованаом вдцшоз j
щонный цроцеос (YI#2*I4> сходится* Еош о^рвничй'рься Jf

to погрешность и .горйтма д. процесса (У1.2Л4)

V <И.2Л6>

5°. В нашей задаче можно не выделять погрешность лскалшш

а считать» что остальные погрешности овязшщ о скруглваа^м* Ш*

грзшнооть округления легко оцешть ш cnooody § 3 r^*U; яад

как нтерацяоаный процесс (У1.2,14) сходится, как р

прогресса:/» то прш бесконечном возрастании JV шгрешнооть

глешш остается ограниченной,

§ 3. Погрешность резольвенты йредрильиа

1°, Результата нестоящего raiJarpa^ содержатся б статье >>

■юра [181, ряд обосщеннй - в его статьях ГI9-2IJ? материал

то статей ззлояен б книге автора [22] •■ Зваду этого мч вдесь

огрйШ1Ч5шоя только псстан пкой задачи з формулировкой рекузьта-
'сов, и притом душ. лростейшего к.- оса ивтвградьных уравнений а

простейшей апгтройсш^шщш яцра. Лодрг'чое доказатзльотьо мы про-

проведем г; тьио для оценки оогршнооти алгоритма» ко^ораь уточня-

уточняет соответствующую оценку лз [IS] и [22].
2°» Рассмотрим янтегральяое ууар^ияе

с ядром ОС с:С 'Д * произвольный г вообщ® гойоря8
* Требование на ядро коокнл ослабить - лрота'*-'едо о*ш~

зго нащ. .?ывнымг ко при этое* аекоторна шследуюдае одекки

хуже. Будем считать еще, что j jfv С t»X )l < I «- этого

можно добиться подходящ 4 измаявЕЦбм параметра*

Напом«ж« основные факты ^

'

.йосяидася к резакьве^

I, Рэзольвегаа Фредашьйй Г (t „t; X ) ддя ^ ft3t(t f

ЗД ВЕД

f ; 05 qasu фувдш о? А.

2* 1ЪяжЮ(л ) Ф О, то yp&BKt лш G-ЬЗЛ) зоеет од?
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ко or ">

XCt) - f(t) *X| ГС!,t; X)f<X)dt»
3. Квчффадявлгы радов

1

к! GI.E

(п.;

удовлетворю? рекуррентным ооотяюшвплм

G1-3

4* Справедлива
через яг4 э*

.-я» ,ая ковффяштнты

3°. Заменим ядро # ft ,1 ) его аппроксямасивй G1.2.1

оялу ивраввнет i GI.2.6) —т доотаточяо малом Я будв' ■•

\%\lX)\<\ . Обознгчг-.через Ск л В„*'t .Т ) ко
^

рядов ^чдголыкв ддре %*( t ,t ). Нетрудно убедиться,

1;1
а рекуррентные соотноше ля (У1.3.8), (У1.3.71 переходя
ДУПЦив?

(П.
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к>0,

дднч 8 фор««ула (П.2,13), Ооотяошвнил (У1*ЗЛ0-П)

вычислять резольвенту Бредгольма дл* ядра JK*(t ,f ).

4°, В обо значениях § I глД 0D хтъ совокупность рддо»

ЭрбДОМЮ 2)(Х) a SD( t ft jX)» | - АДРО %i% ,t )» ОООТИО-

кешшЛ определено равенствам* (У1,3,4-7), Далее» /с еотъ яд-

ядро Э( (t, V ), iXm) - соЕокупностт рядов ^ркдгольма woro

t^e'l , Погрешность аппроксимация оцеяиваетоя формула i

1?

j (п.з.о)

Р^ - некоторый поданом 3-й атеа. л»

Погрешность ясхадонпя в данной и:учас оцредеддетоа

ш вычнс^знад вначаакИ ^^;}+1 Лы ^ ^»з«, йаачеаиЗ

*"тов f1^ . Поэтому ие? вужды осо<3о выд&ллтъ погршнооть йока-

«еши, я модно оцвки^ь оушсарво гюгре мост^ аскокс дд в округ-

"ваяя ддя процесса (У1»ЗЛ0«11).

Оршш погрешив ть алгоритма* Црааде всего задетом, что яд-
ядре %4t ,f ) - выроадаяйоег .

л

щ

Оасщда следует» что рям$(ЬЛ ;Х) в€дА) сур в тот от X
с<рбп«ня не вызвш 2П, так что $h (t,t) « 0 аГ ■ О.К»^^ t и

ВДсТ1
теперь, что мы ограшге- :ась 14

Ji С лдя к«/ ,/
То** не лревосхо- гг г
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Оценим общи члея последней оуммы, Ш фораадле Сткрлявга

к! -to (^-; е ,

т 'я 0, то анашнатель в последней сумме надо заменять еда

ншшй. Заметим, что ЗщиЛ член этой сушш равен

v!

и упомянутая сумма нмеет оценку

f V

v!

Ок■ ччаталию, п. решлость алгоритма ,Т ; А) нмсвт

Та же чадичияа оценивает погрешность алгоритма ид? 2)(Х ).

*оряяула ( :.3,13) точнее аналогичной формулы, полученной в [13,
22],



- 141 -

еНЯ ВеЛЙЧШ! А^В "JH 0<503Hl ШМ

r через &jw в §^ * Цусть вше погрешности округланяя правых

чаоте.1 ^юрмул (n»3»I0-II)f £юдел чных на к! , оуть.ооответ'ГГ-

я Б-ff • ^лозми, наконец,

Ji^\ * I £^v ^ «Mfj I / Kj * Прийяв . j^EW^raie, что

(ом!'формулу fJI,2.K
ч

Г uJjj
легко получить неравенство

Цуоть вычисления производятся с такой точяоотью, что
'

Тогда «о- о яолучить (с , лт ; автора [22J)
( Со - некоторая постояяная, С - шетояннал

^(СД) % СЛ.З.М)

Йодя ядро мало# так что 0oM<2/Sf то OKfv раничена; зд

пра этом и X негелико, то ограничена и погрешность
~

л,вого т~

:юра Гфйдгольма. Нетрудно „ цедиться, что при этих же условиях
-

ограничена и погрешне .ь с"^ед^лателя *редгольма.
°6°. Ролае оптимистическими оказыва-ится вероятностные

погрешности округления. Допусти, что в суммах (У1»ЗЛ0-П),
поделенных нак , Оп..,бки округлен; частично сокращ&.-^ся. При

некоторых естественных предположениях (см, книгу автора [22])
это приводит к яамене неравенства (У1.3.15) Солее одаСым нера-
неравенством

d

что в сбою очередь пригодат t оценке

эраа гаполн; тся с веро*„*ность*>, не *яьшейг чем
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С «GOttftt t ""<** ^разоь, постояннее Л шшю шбкрать ш>

сроизж4*? ха промадутка С\ 3/2)*
*

4» Сг аеяке к алгебраически оиствме

1°, досмотрю уравнение (У1ЛЛ) в следу кяр&х драджхаожени

еж; ft) ЭСсЬ^СОИЗ * 10,43) ; б) е***шш яе боть харакгерю

тшчвояов чшоло адра ЭСA Д ); в) |^Lj(O, I). Ц/съ востро
ево <пшое вырожденное ядро

I

В кач#с*гБв ОС1 (t ,T ) -южно взять» яатшер, кЦ
аспроксимацию ядра %(Ь X ), ^сли только *?о шоааддее ]

обладает негдходнмой гладкостью; отметки,, что числовые ^

мекты подтвердила целвоообразвость такого выбора* Друга©
бы ««Jot^ дд^% 5tn(t ,Т- ) ука.акы*в к^сге авторе ж ййолишого^
СИ» Вудам считать, \ о свободный ^а^ уравнения |(t ) тшеяе 1

ад другш с Годным планом |Cn(t )т бдизкв» я |{.t ) в ам

1^0. I), так «о1|-И« ^Л' 1
k обрезоы, уравнение (У1.1.1) м^ ааменмлм аовнм удашЫ

Ш \
ш>грешность аапрокоимаади такой замены, феть ЗС и % -{

Oj^t Фрадголкь» ^ ящхши, ооотввтетваяно равнина 5С{ X 9% \

> CS>#
- К Jf я

) - ка^я)
draw R-R *-RAnRU*Aw О -, есла tv дост -очно
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1Ыс авжв мо в (Л.4.4), получим следупчув оц нку погреяиооя

аппроксшшюш

2°. Обгаьш способом решение уравнения (У1*4.3) оводосл к

решают язкотороЛ дяь.Лной алгебрвгсчеокой оиоте ч порядка tv ;

нря атом ■

зникает погрешность шсакекня, которую можно о^еяять

;,j формуде A.4*14)» Погрешнг*тй алгоритма и округляют ко ю

оцепить оо способу ^ 4 глЛ; оценки зависят от методаг иоторым

-ястема релветоя.

3°, Хравявтав Фрвдг^ьна можно свести к линейной ал. ^Jpa»*
чесяоЯ состеме по методу Бубнова - Галерккне* В этом случае дог-

решкость аппроксимаша можно оцеюг-ъ по Мрцуло (П*ЗЛ)г Далоз,
если киогдилаткая с^^тема сильно мпякмальаа в Ц@« I)* то про*

песо Бнчнслеь л коэффициентов усто^'щв (в смысле второго опреде-

определения) в последовательности ((^г R|v )f а процеос внадслекЕя

приближенного решения устойчив в t ^ледовательности (Н , Я^^
смыси обозначений очевждек.

4°, Эце один способ сведения к дияейвой алгебрая^- яой сио

т<?ме дает метод яаамекьшжх в^дратов» Ми не будем здесь остака*

влигатъся ва с/шностй ето^я - об это« достаточно полно окааяно

в ^няге авторе [bj, я сделаем только дхл замечаяжя общего хауис~

терв.

I) фсть м(. од б шеньших квах тов поименея к у^ивве. in

Ах =| , me A - ллкейныЛ оператор, действупщий в некотором

гильбертовом пространстве Н t и что этот оператор ограниченно

осратюш* Scjti праблжжевное реюечие Х#л уже построено то вг.

йогреяность оценивается <-1внъ просто СЗ]:

формула дает суммь^яух) погрешность приближенного ре-
ая.-

2) ф-бтъ 9-те оператор А огранячек вН � Тогда можьч> оцепить
:: ».г-ода нахлеят*"а квадратов по форму-
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ла AУЛ.4). ]
Ддг уравнений Фредгшг ^ обе упомянутое здесь формулы оче4

mvHo оираг даэы,

'

i

Сравнительно просто решается вопрос об устойчивости gthoojj
тедьно искаа&вая. В книге автора [_Ъ] тивэдеяы следующие проси

тк$ фаяуы» Если оператор А замкнут в гильбертовом пдг чтранст|
Н в имеет ограниченный обратный,

•

если / ~Ю ' A )f то урш

якя Ах =| я А* А& = A f равносильны. Опр^яор А А ж*

лоштельдо определен, ек энергзтйчвское пространство совшда|

о мноаео'увом злаченой оператора А » а энергетическая норма ;

Il в1Ахй . Ecjl. А - ог{йяьченный оператор, то, очввьудао,'
юоледвяя норма эквавал^чтна норме пространства Н - ^з сш|

эанного сраэу вытекает следующее утверждение верное, если ур<
неяие Ф|>едгольма разрешимо единственным аоразсав. \

Дая тоге чтобы процеос наименьших квадратов был устойчив!
очъо&штъяъяо похфешнооте^ искакенил, необходимо а достагочшу;
чтобы кои^дцр^тная система бьш^ скльао ^шшшеии .а в Ь^ ^

уравнена?. лотол« наименьших квадратов -

линейная,4 ддя погрешности влге :тш в онругленая

справадливо все сказанное ш этому qobqjb^ в § 4 +л

еще отметить, ч?о еедк коор^ч^таая оиотзш во^ж oi

в
'

2@? I)f ^ro тасла обуиюазеайсезй матрацы Щ
шмшеяьших квадратог ограничено нззаэасиш о? Н * ]

в zn* 3° « 4° вас*оящего шраззрафа подкоси» о^

к ^раввйнаяк второго рода о восшзв ввцрерыввым операм

§■ i г еадарабеяьйои ^дьбертовон проотранстве. .]
5^» К данвйр4'^ адгебранчеокой система мокно щ)аблях@нао =

методу :сшаох&цк&« В'явкге Q

С 33 доказывеетсл^ т олгимальаая г хюрадк^ оценка \

п алп|г чсш«ащш достигается при я ;шьзоэашш .,>да:од*

образов подобранных ойла ов в качестве коордоатдых фуйк^
и свободный члег рр&тшт (У1ЛЛ) пранадае .1

а ах гчцуля вецрврывв та ш«ор. ^.ушел одной я :
той ®s функцией K.J(t* )„ т^ погрешность ?ш?юкскмацйш коллокаса
отото методе и^еегг оцеих> 0(н^Ю(П"^; * В ?ой же -Hitre i
$« ?н a aexoTuywe другие пез^льтат ,

близкие к тсшгькс-что оф<
П чу 4 ..»ойч?~мда пр-цеог^а кодлокаизш othi

гъю flprpenjcrooT&k зсках^нкя модно повторять то, что было
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мазано б о<3щем случае б 5 9 гл.Ш» к чаотноотч, вод** выбрана по*

^леяоватвдьиость координатные ^увкщ»* tfк (t ) • * К < **
, я

|jf4t)l *СкЯ , (i<< .то процъс коолокациуи неуотойчш
К

Пра ^кси^оваино.* порядке приближения и при заданных коор-

дййптных функциях и уздах коллоиа^ли мы ямеем дело а вполне оп-

определенной алгебреичеко:1, сиотвм^ .. Дал wta okctwwu noaoic

шиь norpeiwiocTM искаженил» ылгоритлш и округления так, кал

описано в 5 4 гл»1»
5 Ьт CimryjBiipHue интвгра*ляыд у^аненал. Метод

аш^еньшх квадратов

i°* Lynea рассматравать

y^iBHaane вида

Ах: -«Kt>*it
где, S * onejiuxop Кош

в ^.^дунаца предположениях; Г - замкнутей адосклй контур клаоса

С , 'згракичивагщкЯ некоторую облас ь, ojui jp>iv У» или миого-

салзаую» ft(t ) a j(t ) ~ фуикцаи (ои. шрныа шш ш»тр.и<шыд),
^прерывные ва Г , Т - опи^тор, вполне ивпре#ивный в Ц(Г),
ВДекс угайившш (/1.5.1} равен нул* I ат^ уравнс ие jweef ил

^склее ojuioro решения, ^?ак ч - он разрешимо при любсл (ооотввт-
t аенно ска1ярной ш векторной) *ункцаи |( ^ )• L^M пврвчиолеа-
to условиях операторы А а А ограничен. » Ц(ГХ

2°. углвне|ше (У1.5Л) можно
-

шагь ш мотоду иа^ыеньших

вкадратов, й ь этому уравнению в шш^Й мере отнсоитоя то> что

Cl«Q сказано в ц«4° ";>вдшеству**цего параграф.
ет ,i некоторые к лрдиша^дыб оаотеьш.

Пусть р * ф0 fj г где h * замкнутые кр ые* ц4 .дшлсшш,
еоть гра^-^ца нек'^^орой ксивчной области Ф к что Гв ог-

вает ^бдр^тьЮ ^звне. Звуа^л П
# <4J4^ > яы^ре

ij . Обозначим ^ервз Д,ЛМ.,, a(l"wua. удовлетворял

г--4 сястена
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слльйо минимальна н Ц(Г) (ом# лшгу аьторр.
2) фстп: Г - вещ^отвеш.ая ось» и иусть вполне иецрзшвмз

оператор Т - сглаягвагаццй» так т*о Т'> W^\ft) W^'CR)
:5ojb* u качес-гзо коор.ьднат:шх взять функции

где К- я '•'Чс псхлсйиомй Чвбншва соответстр^нно nnpsoro a

рого роле, то общю ошласу (L»I#0) можно уточка.ъ: при|еУ
ff act), 6(t)c\V?CRi) сбудет

ГХ OC)
stow ороцеис наЕмевьшях гвадратов "с* >йчив отноодтельчс

окаяект^^ п число обуслоплениоота мчтг-ицн ые^т

яаимепыгаис ктзад1чдтов огранипв1то (ом. книгу автора и Щресдор!

3°, JUh простоты допустим» что Г - окружность \%\ «

что уравнеикв (У! 5,Г) -1 скалярное» Долусгям, что реавннв

чеккл (У1«5*1) C0teV/^*f ^^ этого гос*атощ;о, иапргкар,

бы впоаи^ н^прерывггый оператор Т был сл.шгаваиоуш (виои чт<>

оп действовал из Ц(Г) в \\fT )\ а |(t), (Kt 5(t)^
Н качестве к^ординатш-'Х розь«ам ф;гак1^а, кэтарче получаг/ол'
кусочно пояико:лгальних, степени 25 •!, i-ункций МКЗ icm,

автора [J2] . гл.И» J &• ^ этом случ-е, квк^егрудяэ д

погрешность апгтроксймагсш им?ет оценку О (И"* ).

есгестгеьннул угрслелиями, ре^сувдвнйА каиг*^ ав*

гл.IX, § 2Г легкг4 доказать, что при ^ыс^ре коор^на

вй, ука?1 чяом э данном 1^ичте, спр<айе:"г£о сле^-.хцва

в: ьроцогс яаи'/еньпр*: кваг^^атоз у^тоЛч^р 'THcaxT^MOJ
с.е*" поколения в последов^гелькости Г££ п^ост^нсгв E
г^е Хп * Уг" Я-жн;;ь:е прсг^чо^за с HJp-
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VftcB№f itaiL Л ialftft, И\Д ■»Не-
■»Неточно так ate доказывается, зто вропеос достро^шш

решения сг метода каменьага квадратов устойчив в последователь-

яозт» ( Нл» У№), где Hft есть п-мерное аодлростреисгво прост-

пространства La(P)r натянутое на ооотьетствущие координатные фуа-

Гф Наконец, расоуждекия § 5 глЛХ днига автора [2?] пока"гг-

г, что число обусловленности матрицы метода наименьших квад-

npa tow же выборе коордиаатя;а функций с -tua«ei:o н^заш1*

с or П *

^слрострайзние результатов данного щикта ыа сйса1а\зх^ ощю-

мерных с^нгуляуг-a уравнений pa встречает зааддиышй.
4°. Отметим резулхтваы статьи [1Й Дшигарйаш» в ьотгорой

ииоледуются одномерные сияггуллра^д интегральные уравноаил на

разоалкиутом контуре, 3 цитируемо" отв^ъе Дккшкариаай

случаем ''

г.,в а Л1 - поотоянныв, О- +& >0 • ^jabhduae раосма^ривав^оя в

ирострапсгвв Н eeLi?C"/'> + /l jp) If ваз J9(t ) выбираемся в завяг-

от заадакоа овератора (У1*?ЧЗ)» ite^rpaubHuH оператор

пполне нелрерывным в Н ; црвдподагавяся также

уреь^енив (У1.^#3) ямвет в Н едннот?нвое ре(иечиз,

швнг^ эяего уравне^иш огредагся tu, методу Бубнова -

в лачеотае координатных функций
trot ^оби> Доказывается, т. о

« £Ъавх)кива дос^а^очяс вис^кого шрядка одгк^ззачно I гл-
ма z что прв^илш ше решения оходктоя к точному решвааш в

Уту*ржцавтся устойчивость дроцвиоа.
с ► Гврелдсп к расомот^Анлю yniav^^^aux оингулярпнх урал:*»
^ассмогрим сингуллрное (скалярное

480) цнтвградьа^ уревнеяш

U:«vUt)tTCt)tf^t/O^;^f(TflfX^№. ,7! «
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Здесь Г - достаточно гладкое мяогообраэи т- лзиер*чкй 64

края, %(% 9% ) - окнгулярное ядро, Т - оператор, вполне a,J

рнвныЛ в том банаховом деоотранстве» в котором оингуллряий о

ратор ограюсчея? дол определеннооти булем говорить о прост

J

TS6 Ц(Г). фгмем следующие допущекил: I) символ £p(t Л
уравнения (У1.6 \) - достаточно гладкая фуяжда овоах а

tos; J) , 1Д«осо уравнения равен пулю; 3) уравйеяае

ет в ^J Г) иг более оду гю решения
- тогда oi рр

любой правой чаоти из Ц(Г ) Операторы А и А' огранп

повторяя многократно во пользованные BuJ& pa. >ждвн*л, \;н

дим st оладущи" результатам.

/равнение U1.5.4) допуска^т применение м :ода иаимен:

квадратов; погрешность апп^коим дии оценивается по ф^у
AУЛД)* Кс.л координатная оиотема саль > минимальна ь Ц
ТО ООС ВвТСТВуШЩИ^ ВЫ*'"ОЛИТвЛЬНЫ». ПрОЦ'ЗОО УСТОЙЧИВ OTHOOHt

вогрешноот 1 иокаження; воли га система лще и почти ортоод

рован # то члсло обусловленности елге^реич?ской системы

те^меяыпйх квадратов ограничено неза- 'само от порядка этой!

темы, "эким о ^юзом, если эту систему [:ет ъ по методу

итерапой, то эти итерации охидятся» как прогрессия с

пин эл .еяателем, меныж единишь и погрешности .кругла!

возрастании порял * оистемн ^тагтся ограниче. гыми.

В «атьях автора *. 1^деБ0к; СIJ и автора t25j првведевы

примера координатные систем, идя которых общая оцлнка (ТУ*

мог т бит* утонена»

§ 6, .Леа^дм мехрнических квадратур и коллега!

ддл ода арных синг^ярикх уравнени.

1°, Ппи^пояениям ж^ъг"* механи скйх к- дратур к одн

м интегральным ураыениям посвя: ч рдд абот

ж некото]Жх других авторов. Доь.льно полная

ар. ^едеиа в стаа^е Габдулхаева и душкова £13; мы огра

эдеоь кратким изложением ^татья Табщллаава С 2],
К ;омотрим уравнение (У1.5Л), хз котором ^подне вепре,

оператор Т - знтегральна?-

аи

ПЬимем, что Г - окр зкг^ь 1TI = it z что дикций п(Х
fe(t )» |(t )? %(t ,T ) принадлежат к класоу
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0 <J <i • Допустим далее, что индекс рассматриваемого

рев&я нулю к что это уравнение имеет не одев одного

решении Щжбдкжевное решеюп будем кокать в «яде тркго.

ческ о хяогочлеяа

Ия \явментвричх свисте операторе Коти вы**кае?, что

здесь антегрел е^- прпбл. ..:ешшм зыченяем DO 'армудв
прямоугольников, сооттттствущей разбиению окружлостя Г на

гп + I равяйх дуг с точками деления t"*M^fa^)]
■а потр^уеч, тгсу5у получе1 *ал такг- о^ре-т« фузкция от t
пала о ^м t ) в точь^х tj � Jto приведет вао к системе джней-

кчх алге^раич.^ких уравнений

:! статье Гв^дулхасва [~J эта систем трактуется как с. J. *ж

чвханкчвских кйадретур лд^ урявиеш (УЬ5*1)* ios«r
стоит ст. тат; ч метод, г~$шейе*ш«й Лбдул iBu* пре-

представляет ctfoft аекоторкЛ синтез методов «ишохацюЕ и механк-

чесгих :вадретур; он гш;оход|гг я метод коллопаил щтf%%)*()
к в метод механически к^дратур ш &(t}aO.

Осповвой результат г*тжрув*оа тать* со^ржжтод а следущв!
таоремвг

Теорема 7I.S.I. Цусгь ^ * любое чксдо» г -лтучензое в trn-

^лах 0<p<<L * CyisecTByi. такие положятелыгче постсякйно
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to оиотима (УХ.6,3) ймэет едьшотхземное решеияе*

проксшведал приближенного решения (УХ.6*2)

муле

На- пространство функ -дй, задшных на Г , . кормой

по

(У1.6,

Доказательство этой теоремы использует общую теорию

ханных. методе % построенную 1Саяторовичем (см. Канторсвип я

?°» Ваоом^трйм теперь уравнение (У1.5Л) в следующих
ь; Т* 0 ; £U t ) Y Ь ' Ь ) непрерывны на Г ; i-адвко)

влввия равен рулю* Заметим, что результаты статьи

[2] вдвоь 1»вщш«^тш?ш, потещу что t^^^O , Данный случай|
wrpaa в о^атье Вреодсрфа л Шмадта [!]• В качестве уадо

яокецЕа вваты точки +'к =s'tK =» ^0tpB.ifvK/tv) , а в к

коордичаюых ф^шщ^й -* куоочно ланаЛкые функц^ш, щро о

в Ж'Э я оиредадяемые формулой

(Им .

0 в оотальных случаях ;

имеет вид

-.с. :з

а

резульадтч с^гатш фелдор|« -i ВКадха след

уровне



яр* достаточно Лш-чх tv скстеш (Я*6,в) раз.тша еда»

s. &я« act )f 6(t)eH^, 0<jiwi; и fc4v,
t то

V* 5r
и,

r;.(;i пр« -Т^ой непрерывней 1.у:-ж|^1и |
ft f

Фиксйроракном fV кготяо ^олутитк оцопкл

аягсг-гма и ок>.>глпнпя так^ дох <^ эгс« ска*

?а.ю в а 4 jY.vU

'i0. Д%тикор1к.яг [LtJ ^hmp-hi'wi ,*ет«д кол;.оьааж1 к уравнения**
кг-я (v^.b,^) при ог^аюпекиях, глреч:'слеяишс п п#л° § 5 даяисм!
гл ч/i.

Доячливавтея, что если за узл;; каллокацягк вэлть коряи поли*

1"оиор ,п:о<3и, вм'Иракчнх подхсцямиу отрезом, то

сп:г*м« .жетоне г'-ллокбИйя, порллог которых доздцючпо

pa3pcuiVtMyr т прлближочгше решвная с ^jyitc * к
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ГЛАЬА „Л

вычислительные процессы

i I. О г ^«пдаости апцроксимаи»ш метода Ратца ■:

В -ж. 1° - 4° настоящего параграфа ин коротьо лз&ож&л гахи

новку ваднча о шдощуме &,**кциояада я метод Ритца лая ее раад*

ям; подробно эта вещи изложены * книге автора [8], г%хХ* В j
п*6 будет peocMOTpt з погр 'шасть ппроксг щик процесса Ритщ

Л 1^чть В - ре4леисйвное банахово простпвиство и Jr - ?

фГ'Юошши. oir ^делении», на лшеЛном гшожаотве ^)(^ГЧ плотя i

% б i Огреяжчямся случаем, когда функционал % непрерывно Щ
фврещдаГУ^** ча л^оой конечномерной гиперплоскости» ле»-ащей

В . Конечномерна гиперхую^коотью в банаховом цространсгве

мы ml: заем совокупность элементов вида

где И
*

"кскрованное нятуральн"- число, называлмое рвамеря ■

гнивр|Ш>екос а; С^к , ^%К4И - прок зольные чясда,Як,
- фюгегрованяые элемента г эст^нства В . Говоря, что <

'шй или иной гледкооть» на гиперпл^окоста GIUI#I).
ш вод этим, что .(акой лвдкостьв обладает функция nej

В

Ясли ф; .кцв^^ад

вудвм обовявча-',

. Он» роям
экпдьвый миж точке

; очевидно, Р дваст:вувт

4
.называете* выяуклык»

Vet,
ot юзивается существенно випукж»'м, если в соотношенян (УДЛ

ев : ра»й1.^тва имеет мести то^«кс *т С »и
_^

"шаклается
*

^ стащкм, если ^(о/) *-^*т<ж> тогда к

IЯ-1 —•^ lr'-кц: чал % называется полунепре;
(с р..)

слабо -одулепреривным сказу icrc-k\rj)¥ ее упомянутые';]
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соотношения вьполняютед каждый рва, когда х—7&в i ошваж—г

пчн^нает слабую сходимость*

Тэрема УПЛД. Ясли функционал с£ возрастающий, существен

go цыцуклый н слабо полунепрерывный снизу, то ^н ограничен ста*

зу й его i лжняя грань достигается в единственной точке, к кото-

которой слабо сходится любая мониадпярущая последовательность»

3va -аорема доказала р ра'эте Гельмана {1]„
2°. Б данном цункге излагаются результаты работа Бирмаш [I]
Д/сть линейныИ оператор А действует аз рефлексивного црост-

раяства В £ сопряжение пространство В » тогдф сспряженшй
оператор Д «ахш действует **э В в В*. Будем говорит,

оператор Д : I) симметрлчен, если 2)(А)<^Й)(А )
~

3XA)j: 2) иамосовряжен, есаш он симметричен

\ ); 3) положвделен, если он симметричен и

цра X / 0 ; 4) положительно определен, если он симметричен к

( Ах , Я/ ) > Т Н&В » И*е , ^ - элолс гельная постоянная. Воле

А - шложитеоьный (в частности# пололсительно определенный)
оператор, *'о с ним ьйожно связать эногетическоо проотранство Q.
так же, как в случае, когда пространстве В само гильбертово
(л» книгу автора [3j), Именно, за [L мь принимаем хицьбертоао
цростраятсво, получаемое замыканием мкожветва Ю(А) в норме,

врожденной ока.п,ч1щш про;;зэедеш4ом[х/у3д" [X,1jj« (Ax?1^))
«фсь ( Aocv ,'у- ) есть значе ив функционала Ах с В* яа адеме»~

те ^8 • Норьег в 8д будем обозначать че^ез 1 • j , тал что

Вела А положи* алььс определенный оя«х>атор^ то В
ч$ат в;сла,тш?^ето^ в В ; ftj* положктельк^го, но не

сшратора это рвераданиэ неверно ,

Щсть опаратор P^qUM^ :*.мевд? црс.*азгцп^ю Tato P

сво^стваял: а)ваял: а) : га гтоязводшзя сущесазуэт

JC( pu) эф(р). в) оператор pj -

опредеошяый щж дгоб^г 1*сф(Р), vaa что

тзаличкка Г не вавн^ по*1 И . Докаянзаигол, что в

ь сходится б мэтров В к ur-эдеду, кстоуы! не

выбора штыизипувдей псследоьа'£^1ьносг*и# Это*
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будем ±^ооматривать как обобщенное решена, задачи с

функционала *jf •

Доставляет интер : случай, когда Ри удовлетворяет яе 1
ко неравенству (?U,I \), ко и более сильному неравенству

где 14 - некоторый!' фиксированный элемент из ф(Р)# Обозначь

через ис ^нер: тическое пространство сператсра г^ а через

[ » 3 * I'\е скалярное произведение и морму в этом* простри ч

Ложно доказатьр что в этом случае обобщенное решение ор&надде
отг пространст

' Во �

4°» Коротко опишем метод L тга для задачи о мшнщуме

ционала 5^ # Напомшхм, что :астным случаем метода Ритца являв

оя ЖЭш Зададим последовательность KOHe4iiux последовательност

ксордкяатных элементе!

1 УМ '' ■ ■ 'U'' П = j'2''' '; ^ЯЩ, (УП.1.6

у^човия' а) #пк€:ф(#0(| й0 ; б) пра данном

элементы tfnK линейно незавк шы; в) последовательност! (У11Л

полна г» Во • Обозначим т

^рез 8^ подпространстве пространот»

Во с базисом {{fK ], К = 1 2 ,. . . ,ИГ tH^ 'дем искать мик

м^м $- на B,v . Решен" % Х^ этой . ^бой задачи - приближенное
решение данной задачи пс ?итцу - существует в единственно, ее

^ удовлетвори т условиям пп« 2е, 3°; ; о приближенное решени
вид

K^Ti
* "" '

* tf ii» a» (J <

-Де &K - численные коэффицас .ты, определяемые и? нелинейной ^
.ястемы Ритда

, JT

^V1VK)=0 , Uj«/. GX1.8)
j

В^дем рассматривать только то решение сист^ш (УД,1.8), кот

рое доставляв . величине ^р^" <. t/ ^ абсолютный шшш№а (эта

оговорка не нужна, если функционал cj- ;у4ествеяно е ^к^ь^й - в

.том и^учг систе. * (УПЛ.Ь) имеет зданственное решение).
Вели последовате. лцо». -ь подпространств В^ расширяющаяся, т

(см, кчшгу автора [8]) последовательность {xi^j приб.тглсенных
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по Ратцу - минимизируг*"ая д i функционала IT t если »тот

- возрастающий и полунепрерывный сверху. Нетрудно ш~

лазать, что это утвередьние верно . тогда, Kor;w подпространства

g не растирающиеся (так будет, например, в случае ;Ш), ио ах

иоследсватедьяооть полна в В„ • а цатарор^нной вш»** кнаге авто-

автора [8], 5 Ч"Ч доказывается (без предположения о том, что ароот-

ранства В№ расширяющиеся), что из любой последовательности

приближенных решений по Ритцу мод;1 ^

выделит^ .адяшлиэир^ ацую вод-

по* ^едовательность» Лппуотим, что последсвательног^ь всех лраб-
дйжаяных решений по Ытцу не минимизирующая. Тогда су^еотвует
такое чисхд £а>0 и такая подпоследовательность {&* J] приб-
л^енних решений по Ритцу, что^Х'4^)>с* 6* « ЛЫ ^
Но из этой подпослвдо^ател!^. сти можно выделить

последовательность, что невозможно Полученное тчэтиворечие до-

казивает наше утзерадение.

Из доказанного утверждения следует, что и судимости метода

Ритца можао покорить все сказанное в п»3° о сходимоотв мяна«и-

зирующеЛ последовательности,
5°, '1дя некоторого класса ^ункци^^лалор гтожно полут^ь оцен-

оценку погрешности аппроксимаций процеоса Ытщ» Допуотим, что про-
г водная Р^ оператора Р **qoaA$' удовлетьорйвт, кроме нера-
неравенств (*1Л,4) к (УПЛ»5), еце а не, .вея чзу

Воспсльзуемся равенством

-равенство (У* 1,9) * положив 0^ + 14 »Х » полу,

*t ь ^- эле...ег- ас, лростраиства В • ва ковром дозтатае^я
-лучшее пря^пижение элемента X* :

—О; С. *tj^) , находим
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Боля 0Ь# - приближенное решение по Истцу,
то нвравенотвам (УЫ.5) и (УП.1,9) подучаем

что дает следующую одеяку погрешности аппроксимации:

X &*
Если т^оотраитово В - Функциональное, °£о оценка доф

6№(&..) i-ак функции от % сущсотвепнс зависит ot

дсооти решв»Шя 00fr . Д- этоглу товг ^ ом», например, kijov

[Ijf Лвшшекоко** и Уральцевой [I]» Дая метода ко.*ечьв£Г

оценки величины &J %** в эависадостк of гладкое?*

ом» книге ептора [17, 22]г 0бэйа[1], Стрэяга к $икса[1], Сья;

§ 2» Погрешность яохаяояия а уотойчтеооть овободйоп

в»тчислительного 1фоцзоса
Iе» Цусть дань две последовательности баяаховюс проотра»

Х^ и У^ t Н - 0г I, 2„.»,, и пуоть пра шос^ум Н оператор (

обще говоря, нелирейннЕ) А^, действует bj Xrt и У^
из всем простраастве Хи, *эт0 трэ^ованив можно ос.хабить),
элетворяет равенству Л^О). «О , имеет обратный оператор

в овоч ^черадь оцредсле? на веек пространстве У я

зледукцему уежсьию Лишгца: еелл JV<i,*i'yal^t

) не зависит от ^ и j^
Здесь г юте, та i, где это ^в мо&ет -чзвать

vw не саавим обозначения пространотва при чве-з :юр*ш„

Г^ссмотрш^ свободный вычиолательнп:! процесс, состоящий в

шении шаподователъносл1 гззавиелмы/. уравиетШ

i tV = (M ,2.... , (УС2.2)

сротт'етгтв'луде,'? ас"
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Догустим, что искажении Q, и 5 зввиоят от дараметра £>0
так, что

15 U$
^

(ЛЬ2*4>
s еу^встъую* числовые функции if^Ct fS ) к 4^(t ,О) лоложмтель-

числовых nepaf/злльт. t a 5 оо следующим* овойст.еаш;

4Ct6) g 4^ct.5>* 0 ? \ ^Х
превосходят t f

Уравяеяке (УШ-^.З) равносильно следуадему

^-А (-Г№(ЗЛ*Г*О. СУЕ.2.7)
■ Р^ I Т

tv и обозиач"м !} I* '.,• Докажеш, что оивратар

авой часта уравнения (УП.2.7) есть огорагор сжатая ч ш?*

- (ЛХ,: Я^} И 4 «Т^ССТЛ , есл» талька б .

достаточно мало.

ч?о пн превосходит 2Т хр< Достаточно 1*лалом б ,• Теперь ш

и опе^тэр (УП.2.7) апбраъает rap S» в себя. Далее, ь*та

Сс5п. то |?:w II « 2ТЛС„С№) , и ш HetaEe-ioTn « (УП.2.1) я

Vi;
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1

если О достаточно мг о, то множитель при норме ИХ -£ ь *

меньше .датцы» и наше уъ зкждение доке^но* В онлу принципа]
сг-па огоорахешйх уравнение (УЩ2»3) имеет в шаре 5„, ровно \

одао i mr-ie. Вела 2^- -то решение, то |

Формула 'ni*2«w>) п^ет оценку погрешности искажения зля

цэ^^а BTIL2.2) в довольно г^щих условиях; при фиксированном

эта oi тка стремится к нулю вместе с 6 г

едставл>^т интерн

случал, ко" Дуказаннсе стрел* эние ^юисходит равномерно отщ
( тедьно Н "-ям мы займемся в следу* ем ..ункте,

2°, В книге автора [В] дано текоторое определение

воств-сьобо7"ого яеашн.-.його вычислит'пьного ь^оцесоа

аа теорема о достато. ;ах у^повиях уотоГливссти процесса Ритщ

^вдя некоторого^, ^сса велинейньх уравне. .Й* Несколько более

щее определение уото** ивос: ' нелинейного ово одного процесса

дал Таккер [I]* Омодеи в своей дйссериг'пщ [I] доказил накот<|

рыс теоремьт об у -ойчивоств по Танкеру й гф^тмеяал sot душ acoi
дования устойчивости ЖО.

№ дадим здеоь другое определение уст 1чивостк естест

mm образом о^о^а^щее определелая гл.Ш. _

">пустш, что в -^котором шаре ItCG^lUt уравнение (YIL2

однозначно ^эр- тимо гтуш любом *v • OrHcc^Tejibflo иокажеяного

процессе (Уи^.^дспустш!, что оправед.*двы верезеяства

-€' 1фиче« Фу^йкщеи ^f я % ве зависят от I- ;
'

ким образо!
"К5Л1 X ,Х X "У ., и нормы этих ал-мввп-з не превослидят

ла ^
, то

(уц.2.

in.,t'l, < (уп.2.

fir.v tf(t,5) = tim «l»Ct 6) =•■ 0. чУП.2.
6-+0 S -o

!!ц?ов>зм процесс fJK. ^) усточа- * " ;:-с.".-;,овательности nnp

ст, ^.от» ( Xn, Ч№), если длд лчбого £ >0 суще, .вует такое
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5>0 f ч при выполнении неравенств (УП»2.4)? 'УП.Г VII)

уравнение (yjL2»3) огозяачяо разреши; в некоторой окр^отяоотш

точки 0^\ причем радиуо этой окрестности ее зав&сит от tv # a

лиро неревен^во

И - X |<6. GIL2.T2)

Теорема У^.гл Цусть 1| 1^ Г ШЛ№^1, М^@)«^ , опера-

\^ определен в шаре IJ 1^1 и удовлетвсряет в

шаре условию Липшица

с постоянной С г ко.,>рал не зависит от П> . ^оп еще искажения

5ttv)n Гп у. ^влетвсряют неравенс*пам (YU,' 4), (YEL2.9-II). То-

гда ггроцесс (УП»2.2) уст^чив в последовгтелъяости ( лп Уц, )•
Для доказательства достаточно заметить, что в условиях тео-

теоремы УП»?Л радиус шара SM, f в котором разреши..j искаженное ура-

уравнение ,УП*2,3), не звис***1 от tv
( j что лравая часть форглу^»и

(У1ип.8) га;сл-- ве зависит от tv и стремится к нулю вместе с и.

Замечание УЕи2Л» Углэвие 1|С№|| ^Т можно ^гбросать, есля

оператор А^ определен ha ь.зм прос"таяствв У^ и удовлетворяет
уело .л) Липшица v/II,2.I3)f в котором С не завигтр от

'

•
*

§ 3. Об устойчивости процессов Ритцв и конечных ^двмеыов

1°г В книге автора [3] f, 7Gr доказаяог что классический

^■оцесс Гитця лл^ задачи 5?-ССС > = mln устойчив, если: I) опе-

оператор р =qzcul j- игиеет ь, ^изводную х'ато Р'
f удоялетвор i ю

^^авенствам ГУН. 1.4-5); 2) коорл, латная г 'стема сильно мини-

в энерг' ичег ом -ространст^е оператора Рц<| » Токг ятель-

проведено в предположения, чти иска* .яил Гп удовлетворяют

,несколько Солее ограничительным, че требор^кая
'уП.^^9-ГО). winuKO, легко npoBuj^i доказзгельство» -редпа- гая

^полненными только последние тре^тзаяия. .JL ие будем остаяав-

^^тъся на эт' ' подробнее; ниже мы докажем 6oj: * общую теор'^му,
fiRr

'огичяу71 теореме Ш»3.^ для линеЛных за^ач.

2°. Цусть функционал S- определенный в банаховом просТ|*ш-

LfBb В , обладает следуоссшл ceo.icti л": оперь.эр Р —СЦМм,^
^eeT в л?^о/. ^очке \1 гп оизводну:з Гато f^ f удовлетвсь Ш1цую
ЧеРв1»енстпам иЛ.Г. ;-П5; 2) Р@ ) = 0 .. !Ьс az./ задачу о мш -

'У J - (j fX)r rrn | - ;илс
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» фи?ъ координатная система имеет вад

(УБ.1,6), Составим патрицу JH^ чисел [tfnj) tfnj; jjK-M*"
Г** к»' гфатиые окобкя означат скалярко^ ьронаведеияе в ^
эавргйтр^оком простравотвс оператора Р^ (формул0. ATLL5)),
Цусгь Х- - наименьше ооботвенное писло матради Jlin ; ч

зустъ T(tv) - шлокитвлшая функи»я наяуральього чкода IV »

удовлетвортадая яеравенотЕу

7
^

Введет Я-иертв гидь^ергоьк цроотранотва Xrt , У^ и нормами

» 'гго координатная система удовлетворяет обычным

1) вдемеяты ifM, Упг,,.. jif^j,- оир^зуют базис в ящ
том ва ьях подпространстве 6^ пространства Бо ; 2J последовав

(^} полна в 8в . Добавим к этоцу еще одно ^
ограюгоиельное, чш в жяекном ед^чае; 3) ^к

в меа ;да йятхш, будем искать прЕбли*еиное р^*пен«в '-

•задач i о шшогмз как адемвях подпрострачства В^} t

3) иоавсдщвг вглксать уравнения Риапа s форае Бубнова1
J

шя&*о- зешоа?ь ад

(JD.W)
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tjtl соответственно. av,>
. Составление оператора Р^ и вектора j ссцряаенс с погреш-

погрешностям* вычислений, Ц/стъ в результате начислений мы вместо Рп
и | получшш И' гаженные объекты р^ + Г^ и | > 5 • Тогда

вместо системы (YIL3.4) мы на самом деле <3удеш решать систему

З^^Теорема УП*ЗЛ^Ь у^сло^аях данного даоаграф- Пропвсо
f|,3.3) устойчив б ( Хл, У^)- trt)

Прежде всего г:эка#ем, что нормы lift !U огранетвин к

^o от W � Так как
^

^

уравнениям Ритца можно придать вид

ею на (\!^ и складнва*:, Нс

вэличино*'»

по неравенству {УЬ«1Р5;

^) 0&» ) • оправа

in -i ^n jT*i fc**5#I ■

йор.ла в D; . Do неравенству (УИЛ4)8£* IKf 1 v^^ ( ,

(J'D.S.6)
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иг следовательно.

\4
4°. Дальнейшее основано не результатах Лангеыбаха [ljt

рае кы здеоь коротко ошшем. Цуоть Р оператор, вообще говор

яел|Шв#ныйг определенный вь ллнвйвом множестве Ю(Р). лл*/пк

в банаховом пространстве В. и действующий из В в, В . Qra
Р( 0) «0 . Цредположш*, ^то производнал Гато Рц опРедел«

пря любом ОсЮ(Р) в $^|Г>2ХР). Додуот/ даяве, что э

лрояввэдпая удовлетворяет неравенствам (УП. 1.4-5). Оператор
совпадает ва Ф(Р) о гшдаентом функционала

4
вг оледователько, решение (если оно существует) уравнения

Ро> = | » 1^6* ГУШ3.8)

реализует г/кшщум функционала

{;). (УП.3.9)

Эта последняя задача имеет обоОщенное решение ap*i лц>5ом |е Е
(ом» § I данной таавн); обозначим его через Ф«Р |, Нетруд

доказать, что различным $ соответствуют различные J (си* Гг

геабах I ); сущеотвуе?, следовательно г обратный :с Р onepal

p, \ то fo-J . Это I

, что Р есть расширение опор^тора Р • Дрказнлаотся, что

удовлеггло^тет условий Липшшщ

!^ассмотрш4 теперь уравнение

где Г удовлетюряег условию

дока^чвает^я, ^с при в&<Л1Г уравнение (УП.ЗЛ0) имеет

елиственное решение; если Х# п %# - регения урарг;энкл ^УИ«
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4 (УП.З.И) соответственнор то 12#-ХД^:^H.
Ь°. Вернемся к тоореме УП.ЗЛ* Воспользуемся результатами,

дана, нндаш в п,4°, С этой целью отождествим р с Р^ , Г -с

Гп • В - с Х^ j тогда 8
^ следует отождествите о 9^ ^ Во - о

Оценим ввачеяня величин Т , Ы- , ж ► Презде всего

(Rb PbP6

здесь

Далее

Умнозкэя это ва D: а окладивая, гслучйм

неравенотзу (УП.1.5)

теперь не^аенствое

(УХЗ#14) яв-шется аиалозгоч

сдуч?1^, заменять jf на^^ # выюо o^nctutb, что ис>»

велячикс- че зависят от ^ . Лдлее, пи £орму. аи (У^Г^К^-
-14)
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be! en) си). a,' .(«) Дч)ч

(УП.З.Ц

!н приняв" здесь 14, ™ 0 что, очевидно,-не уменызсат общ)
ста» Неравенство (УБ*ЗЛ6) есть аналог неравенства (ТЫ*Ь
•згой же постоянной d>.

Из результатов, перечисленных к п.4°, ьытекает геперь,

операторы Р enj уЛовлетпорязот условие Мппяда с ^остоллной С i
которая не зависит or и я от f ■ I

:еп«рь уравнение Гйтца (УП.З.--1)» искаженное у^
вявние Ритца (У)],3.5) ьг всиомо^тильное уравнени

Так как /^ удовлетворяет услояию Липшица с постоянной О

Далее, [^ удовлетворяет условию Липшица (УП.3.12), t котором

слезет доложить ЗБ ~ Ф (t t6 )- Как было доказано я п*3°, w

мн lift llj сграк'-ченк, поэтому ыожно считать тлело % фиксир!

ранагив; в^ялу сказанного в конце п.4°, (CW"§(mll- ^—•-(
Вмвотп с неравенством (УП..3.18) это дает Xjf* *"^

а это озгачаэт, что вичислительный процесс (УП.Э.З) устойчив

ПСОЛвДОЕДТвЛЬКОСТИ ( Xjp» У/ )•
Замечание УГиЗ.'". Гели коор-ляаткая '"четема стльно мшшмал

га в энергетической норме оператора Ро F то vkho поло^^ть

tf'fH/ =1. Отсюда следует, что в рассматриваемом случае процё

(УИ.3.3) узтойчлз f иг олегоьателъноотя ( й^г R^-). %
6е, Теорема УП.3,2. Бели координатная система хчтц орто- >

нормирегага в Во t то \ро;;зсс еычисл. .?:гя тркблит.опного решечзя|
лп Ратц}* условия,, нлетоя^е^с ra;>arjai»a устойчив г> гооледова—:,
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A)

доказательство очень просто. Вели ^ - искажвауе
решение по Ритцу, то

СП). /|( ,
W» («К СП) ЛЩ

де До - верхняя грешгаа осботвен/шх

ортанормироранная система гоьно ?<лшмадыш, е иродвос

йгйл коэф4 дкентов Рйтеш устойчив в ( Яур Ry* )r tt гша

во молом 5 буде? 1С^-(Г1Я*6 . Но тогда it^xf1Я
% юорема дсказана.,

7°» Обратимся к .75^: для опрег.бдбняоета оогаковимоя йо

ри.ягге ^хого мето/л, рс^гзвитам в кя.чгв автора [2.'4J* .»* этом г

ча> с^ч^тема координатных ^йкцйЛ rs сильно глилямадьял s

тичскоЯ норме г в часюаостп, в случае шрзок К|В0во2 задача, а

те- «е в оду^ае куб/чвекой области й болпе произвольных :;раоьчх
собственное чгсло матрвд? Гралк; элементов

имеот порядок (К kW)r где К ~ шат» ссхкг и Ш размер-

размерность евзлююва пространства зада-** (см* [22]г гл,1Аг §§ 2,3*^)»
Справедлива rcopeva, которая является част^чм отучаем т-.оре-

м» УП.ЭЛ5

"еорома УП,2.о» 1^сть достэт-лгно гладкий н?ункоиспал

огредалон на ф.ункиия:с пространства £- V/p ^ /1 '. 37Дв Л - ог-

раничвняал область в R^, Цгста операторы Р «flttuiU' и Р^
о^.'ед-'лсшт на мяо*к*стгэг плотнее в 6 * прочем Р^ удое егворяе*

на]>авочотвам СУК.1,4-5). Густь Ьг~*/Ш- шаг се^кх, %Jb*jfW}~
-

ч^ело коортияать.лс ^.ункщгй, входящх в выражеьдз л^аблл дш*^

го s'^иеяля* Зичисллтельний процесс .ЖЗ устойчал в

й^ст*! пар ЛГ-аьзрнкх гильбертовых ироотраястг ()?^»У^5 с

Vft ^(v^ у Ш в- — fv i& Irt
,
ИЛ in ™ ft }(X

.'..:[&/гогичняA теорел--* .ерн« *i длл задз^ч о Йотсг

е.Ви.>и уолсглл'-л, еелл Я есть куо г R^ .

"

.,

I' по -ic-^-'j ;::, у г,что:)з г с о;а *jcts нст-еч«1..нс с.
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§ 4* Погрешности искажения а округления рекуррент*

ного вычислительного процессе.

1°. Рассмотрим нелинейный рекуррзатный процесс

где 3&°°€ Хк » | сУн • a Xft , УЛ - банахова цроотранства,

Искаженней процесс запишем в ввдг

kjf.f rpr.ar-f.-J>-

Щшмем сладущкз допуи-зяия: I) если элементы X }Х }t. ,, Д>

фякоирсзачы я &. нормы не превосходят некоторого числа \ » та

tv-e уравпеший (УП»4»1) имеет не более одного решения ь ЩР^т
8X^14f ; 2) существует такое числоТ-СОпб^что если8|
дси любом п,то бесконечная саотема (УЦ.4.1) разрешима я U

Ьатрудно указать овободкый вычнслятыеьный процесс, эквава-

дег.тный рекуррентному ьроцессу (УП.4.^I_ СЬотЕрим ^ь ноьые ^

следоватедъности'бансховьа просттанотв Х^ и у^ , fts",lj
Эдемеятеми цросг^алства X*, являются конечные лоследовательн^

тл ЗЛ СЖ®;лС0,....>),ЛХк . ; how в \ опреде*

формтдов

tx L «mootЫ I (УП.4ЛУ

опре;вдерш5 нормы);
Определим enie on^jpatop Д^, дсйствуюищй аз Х

оьередегта оператор Г^ * Ураь гения (УП*4Л) и

ооо»взтс*в«шо р^звос-лльлы урсвкение^д овск'однкх

Viv>o,
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до дадим здвоь определение уотоГчивости нелинеЗиого рекуррент-

5ого процесса» отличное от агшлогичного определения ля линей-

кого щюцеооя, данного в гл»Ш» Рекуррытвнй гроцвсо (УЛ»4Л)

доовем устойчивым, если устойчяв опотьетствующяй овсн&дный про*

2°. Условия уг.тойядгвооти рекуррентного процесса талучадгоа
«з результатов 5 2» Эти уоловля таковы: Г) А^СО ) «0 ; 2) ою-

Л ЧР^ ij *ц£*Лг ' удовлетворяет усювшо

с постоянной, ае завнсящьй от ti ; 3) 1Ь \*f> ; 4) если

X, X , 5 €Лк, * нормы этих элементов н" превосходят t » *°

этн услоовля в терминах операторог

Условие 1) оэначае^л что

есть оператор, определяющий ресенле коа!вчвой системы

решешге гаеет ввд

^«1

Отсюда следует, ч-го А^ = {Вс, Bt • • •.»Bft} , я уаяовив 2) прв-
^ вид

| )8<

Условие 3) означает, что

(УП.4.9)

Наконец, условия 4) сводятся. £?«te; ующим:
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CO CO I*) _ tO>

'

Ш гюьованш* -эореьш УД, 2.1 можно утверждать, чго

ный рекуррентный гфоцесс (УП.4.1) устойчив в смысле оцределв!

шстоадкси параграфа, если IJ^il^T **СОп$\/ а выполнены усу

вля (У1Ц4.7-10).
Вели про^еос (УДИЛ) устойчив, f*o .ара малых 5 narpe'imoj

яскажейЕк агранячана независимо от tv, ]
3е* ^лметшв сличай, кох^да г^грешиоетъ округления рекурреЗ|

його вешшейнога лроиесса огак^е ортгетсл oi-ракдчвнной, |
А Р А РСК* . <w эти)

1аам А + I №
* А ^» ,}• + w ^f га пусть точное р

й системы (УП*4#2) к?^бет вид

что операторы В^ удоа1ет!чоря1!?у условию Лишац|
0 (f) ОН) -T(rv) - @' Ц; ttHJ о0*». '■

%2
;
f ,,*., 0 - tojiho азЕвстнн

точное ъжчлте в^раяылм B((/^ l>

% Ч1го п тезу/ыа^е norpeL,остей вичваленяЛ кг шесяо*

шттят адотеы? Uov) « ^^Г+ <^(^ • будем считать, что ^.

б >0 #
' 1 4 5 1 0 *^ J . ./> нврвваротву ГУПЛ^2) j

'Т1ГО iX 1 * Const . п-ис«ле.ч лу пэольддегэ нераз
сш*
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1ШЬ% \ bbft . Неравеяотво (УП.4,13) да-
04K4H Л /А /

е-r пря rv« I нераренство К^^Й^ + Об «^и» если ty<1 ,

££> Сб/О~С0 Отосда следует хскомая оцешса погрвшнос^а ок-

(УШ4.14)

§ 5, Мэтод Ньютона - Кавторовича
Г°* В наг^олщвы параграфе мы ноолвдуам г грвиш^оти вокаже-

нш: я округления двух лвхолов Ньютона - Кавторовича: модифици-
модифицированного з основного. Эти ке;оды приводят к рекуррснта ч про-

процессам rtcwtoe специального вида, нежели раосмотренные в § 4.

тойчжвос^ь таких продеооов можно исследовать проще а в Солее

о^щюс предположениях, С рассмотрения процшзоов такого вида мы

и начнем,

задан рекуррвитньт.п процесс L/да

где Д^ лннейкыег a G^- нвдкнеГ*дыв опе^>аторк» Для цростсты
пуотш* что все эта операторы лвйотв£Ьт в одеом ж tow #

ьш о^оотранстве X • искаженный цродеос запишем в шдь

CtH)
* )

фамеа оледуадще доьуцлшя, I) Оператора А^ равномерно oqpw
ченн- 1А"№|*^ ««m^t . 2) Цса любсм tv опвдаяи» Д"^0П
ошратор сжатаяг так чтоесть ошратор сжатаяг так

IQA
Справе дивы следупщ:е нера^

то ( к i* г)
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ФункциЕ i? еФ обладают темп же свойствам, что и в предшзся

вуядюс параграфах.
Икеем

Л* -А/*» ).

Отовда

у,

Как 'i ь предшествующи;; шрагрг.фах, доказквается, что есля \
корми loc^l ограничены в совокупности, \х ll^t f то уравнеяк^
(УЯ,5»2) имеет в шарэ \t\ **it олнл и толькс o.ra%o решение, \
ОцеяЕЕМ разйость 21 -Х(^ » где flJc/v^ и t

'*
- решения уравнений i

(УП.5Л) к (УП»5.2) соответственно. Имеем |

яя. обозначав

, что 5

Эт0 Реыеиге есть Т^^'^+й^-ьр"
и, и^едовательнэ :

hw-^U^-i*Ы-<р Caff ^ west, 5)]. (ул.5.7)
Нерг.р.-г'и.лго (Уа.5.7) ,;ает оценку погрешлостл искажения для

гроцеосс. (УС.5.Г); :tr этого чер&рзнства вытекает ^кже устойчи-
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£ость этого процесса njw условиях
• Замечаяие У&5Л. Дшшриани [8, 10, II] рассмотрел част-

частный случай процесса (УШ5Л), который получается щяшенвниш

классического метода Рйтца к уравнанлю AcC+UO>»f- p где А -

■амооопряженный положительно определенный оператор с диокре^ннм

спектрсм, дейогвущай в седарабальсом гидьбе^овом пространотвь
(-i , a Ci - нелинейный непрерывный потенциальный оператор, юа@~

ш&А положительно определений дифференциал Орете, Предпшш<*ег-

оя, что 0 определен на всем пространства \\ л Q(J ) «О » На-

Наконец, |сЬ! • Принимаем, что рассматриваемое уравнение имееу

e.!^'ixcTB6HRoe рзшениз»

3 качестве коорлднатных элементов выбираются собственна
элементы оператора В г сходного (см, кнзщ автора [$}) с Д э

д.ксдоиваетсл., что невязка прибдилэнис э pcmsm до йвду» Я>СГ1^
отмечится i: нулю:

^сп) и к СЮ л en. mi п

Доказывается, что в метрике Н погрг''шость аапроксшйащш имеет

оценку

р Н р рщ

1)-е собс^оенноэ число oi-.aparapa В

А -в эивргетячаской.норме

Устойчивость г .одеоса доказана б ъ*ом ке предположение .
'^то

;не -элементы суть -^бствешше аг монад опс;>а'юрд3 с.--Л';
'"■ VO

■

некотором

M к ошибкам округления. 06о

'а жм, чта о.-юрато* ^пй^ есгь

Ч^1 !j(l. ™" An.-.
onti;i(VA*o;j Д'*

,;У1)
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Уравявйме GIL5.8) разрешимо лтврвцяями, которые можно-записав
так:

где 1^ eon tn-e приближение к решвнюо £си*. Допусти*, что,
чаогь фсргйулы (УП*5,9), ми совершаем ошибку

стпоситэльяая веля'пша которой не превосходит лълх \
6>0 , "уоть, далееf азвегтгнов кам округленное значение I
( UV- 1)-гв приближения 1^ст" вс^ь^ {J(f1i"° .-Г'.гда в результат
те вычжоле^ий мы вмвото элемента Ц^ получим чекэторш! элемент |
^\ удовлетворяющий соотношение |

(УП.5Л0У|
\£""\*W I- ?

Вычитая отсюда раввяство GIL5«9)t подучазм \

Доцуотим, тао нормы |6 1 ограничены в совокушобта:

6 I ^С . Тогда нормы JyHJjтзкже ограничены; QyoTbft^
В эток случае

(УП,5Л1)

0*03* ли <UK)=t, C;^-fi)-X , так час L,L
X

i/i\ 'л\ ftft
ТПЛ1

. Заметим, что О * b' ; гак как Jj - начальное значение -

не внчисляег;х,1, а задается, ft = O . Теперь из (УСЬ.ХЛ оле*^-;:

5 ~&>
'

(УП.5.12)
'

6 столь мало» что Ь< I , то оцен1ш ^7Ц»5,Х2) дДвт далее

округлопая опишиен. резавлс^мо от W и fU я равно\.эрко



- 173 -

стремится по ьт.м лкдакоам к я?"го гтр;:б—»-0 * Вьта 6 не очень

так что 1/>\ * то оценка GIL5.I2) стремите* к беекояеч-

вместе с HV •

3°. Додцдодероьаняый летод Ньютона - Канторовича пршэюпся

К решеяшо ьалинейянх задач ввда Р(Я>) *0 . Достаточно шляое

описание этого метода г условий а скорость его сходимости дгны и

книге '(ачторсвиче я Акилова [.!]; здесь ш отмети. тольАо, гго

са*гЯ метод состоят в применении рекуррентного процесса

СО
X - начальное прийяиквнич, к йскслому

'

зшеяйго. Нам будет
иео записать этот процесс в виде

Ах> а<дГ°)-0-, a-A-P.
Заметим, что оператор Д не задан, а чытисляется, естественно»

с некоторой 11сгреиюсть-о. ^ ,

"

Г^ояерим выполнение условий п,1°, Уоловие iA^I 4C0t^Sl/
вытекает гз того, что оператор А^вАв Rlw>He збЕи ят от IV , а

чт ограничение.ть оператора [^р' W)J принадлежат к числу уело*

ж* схощхмости модифшурованного метода Ньютона - Канторовича.
Условие (УПрб^З) будет выгкшшно. воли Р имеет непрерывную

%

первую производгую; в теореме о сводимости метода требуется су-
существование второл производной» .Ы предполагав.* такжег «*то вь^^
пстяены условия (УПг5»4-6), :зрак* зризуюц^с иска^ен^е процесса*

Ъ доказанному в ипЛ°* 2е, вычделитзльлый процесс, овязан^ийо

^с^ицированяям методогд Ньютона - Канторовят .f устойчив; еелл

УрарнвЕ1ия_ моди^ишфованяого процесса решать к ерэшша с доста-

достаточно чалк т этноелте, ^яыми по^еиност^ык» то погрешность кру-

глзнил остается ограниченной.
°

Утв рздвянз. Г^стъ 0Dw- начальное црийшжвниеt p. Жу\
X ,**•.

- приближения, построенные ^о основное методу Гьютона

* Канторовича. Бс^а в точка Х^ выполнены условия сходимости

'••одиг^щярсванного метода Нь»лт;*на - Канторовича г то ^яж выос^ке-

^ав точках ГС
'
X г... Отсюда кетоудно шлутать, что для зы»

ч-слитального процесса, вязьяного с оенг^ььгл мвто'-ом }1ьтггона -

^к эроЕйча, справедливы зАклгченяя, с.^еланнне в конце а«^°
-- i мощ:.^ с'7^т'^-:п'^го метод .
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ГЛАВА ЛИ I
Некоторые односторонние варцацаонные адача. j

В обширной литературе по* задачам, связанным с варйационнц

неравенства 19 видное место занимают так называемые односторо^
яле варвапионные задачи, Обшшая постановка эт/jc задач такова|
ва рефлексивном банаховоч простр&лотве о зад ны шлунепрерыА

ный ендзу возрастай^1 йгдасдаор^л ^ (ОТ
*

к замкнутое i ^цусто^
выпуклое множество JW' • Ставится задача; ягйту текой элементj

Д чтобы I

'Н®' \
Условие ОСе ii называется ojoHocTopL.intrM ограничением» а тот

gtboJH/ называется множвотвом orpaHt^etu-i»
В книге Ляояса [13 доказан- , что такая задача имеет решзш

оно единственно, если функционал ^ - строго г.ыиуюшй. i: кнцр(

Дово к Лионса [iD рассмотрен ряд задач ч,изихи и механики,

пне приводятроя к вариационным неравенствам и, в частности, к

одностороншш вариационным задачам» ^ ккыге Гловинсиого, Лаон<
и Тремоль^ра [ДЗ излагается ряд методов прибл^икеянох^о чешепця
таки-с задач и даны щ^шожения этих Meton;oi3 к большому числу О
лее конкретных задач. Лдя ;^огих цриСнеженных методов даны до*
казатолъствг сходимости, С ,наког по мнечшо авторов этой книга]
.— ^лучение оценок погрешности ариблАленннл методов - задача

болов леликатцая.

В настоящей главе будут и&ложеяы результаты работ авто|)а

[Л&-ЗСЗ по сизяке погрешностей х^*я од^сспороннше ^utmamiomTu

эам^г т. осьоби^ч рзчь будет идти о некотором классе такт

дач, годрсктое CiHO^HEt п'оторого дано нижег в у I. Буду; излей
кепы уакхс (в 5 4"), но без доказательств, некоторые резулътаг
работ Дамьвновнч(.'. [4J я Тш;ш;а [!]• Л конце главы будвн лн

вре ^^ so .аеньрм лог.ешкс:1., илпрок

; эт';т обзор нага.„а-: Тюх.т*шнзА

§ Г* Бо:т^ное. а чаиг.ч.1 а ое
.
.гблт^еиное ре."

5тся риш/^ь r£43viy о минимуме

чем
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где 9-* ~ квадратичная форма г определенная и положительная на

некотором линейном множестве* Цреяде чем иьреходш- к описанию

остальных даьшс &ада«т» заметим, trr ^а упошзутш множестве

можно поотроить энсргетят&окоа пространство Н со скалярным про-

*яведе!шем[а,иЛ~^(и,и) к нормой Ы = [ЗГA*)Г* ;
здеоь $( 1^,G) - билинейная фарада t соответствующая квадратич-

квадратичной форме 'frCti). Примем, что С - линЛннй фуик^донал, ограач-

чинный в энергетической норме» л что III * II - гкцунорма, сьре-

деленная ( но необязательно вг-вду конечная) на воем лространот-

ве Н • -*

введем еще в рассмотрение гильбертово цроотранство 11 9 по

отчошени- к которому Н является 1^дпростраяствсд («ожег CS: ть,
несобственным),Скалярноа произведение и норму в Н будим обоз»
начать тем же сш4ъапаш1$ что д в Н • Будем оотгах*, что 0/ -

заданный элемент простралотва Я л что полунорма II!' III' опреде-
определена (хотя, разумеется, необязательно всюду конечна) на всех

элементах этого 1^остранстт*а. Е^йбхох^шо потребовать, чтобы мно-

множества ^yili.I,2) не было пусти - для этого необх:димо и доота-

точно, чтобы IIIЙ'II! <оо Й чтобы расстояние Р($',Н), вычголвв-

не- в 1Ивт-ике |f|' Ill t н превосходая*) члела J, •

°2°, Пзследяий вопрос рассмотрим подробнее* Вычислим величи-

величину эе » .РС^чЮ- Sc^ &><&/ г о, как толъко-что было отмече-

отмечено, множество

(ялл.з)

*'7сго, я задача (T&»l*l~2) пз jt^ee? ре'^ения» Ц^сть &<<0 t тог-

Д'-t существует такой элоызнт ОО^сН г что \\\fc "(^ III <ct t а мно-

«ес/л ; jli не пусто. Положим ty~X~% t ^ -Ф'^=^ . тс да мяо-

ощюлегтется соотношением III Ц -h\\\4cb
в котором II! MKt ff

'VcTb теперь 9&=o^ • Яеяет слутаться» что ify. ll н

Дост;;гаетоя, тогда V^^H f IIIOt"^ III ><b
, ц множеотвоЛ цусто»

?л'лъ же пяфи;лум дост«*гязгся» то . чожеетво Jit hs пусто, ш задача

fylii.r,I-2) имеет решение (см. ниже, пЛ°). Однако, ^то решэные

относит аьно малых изменений & , дойс^ит лыю,
за«екить оО ла dl^cC, тоэб*с*>«/У » 'свое множество
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пусто, и новая односторонняя вариационная задача' не имеет

шакид»

tp раосштр^вая мнокёоггво ггида (УШЛ*3), мы всегда

3°„ Ш теореме Йюа сущботвуэт единственный элемент

удовлетворяющая тождеству Vxe 11, ^Х«[оо,С^] » этот

решавдЛ зада*г7 о «ойттме фун^ционалг, чЛУЛЛ) при о^о

охраяиченйй, буд^в считать лзвестнш.

Задача (УШЛ#1-2) раБнас^ыш следующей:

lcr-0/l

Множесг.лс ограа^чашй JIV, определяемое неравенством
(идя fYflLI.3)). 7 выпуклое; мы пркш&еш полунорму ||| • ||| tj

ча'О это мвс..;ество замкнуто б &атр;ше (Ц . 3 силу резугът^Т!

азлояенных в гните Лнонса [IJ, глЛ, задала ШЛ.4) i

только одно рег?н:1в, которое мы обозначим через ОС* • Вс.

?*^]||4о^ 9 то? очавщшо, д>#~Х0 ; если же Ill^-^lil
решает задачу

это. Раоомотрам пра^оля: ойныи.отоеяой Д , оосдан.

точками а^:.Л«(хеН:Х=Хх^+A-Х'Х0 ;0*Х4^ . Уотаясшк»:
1 Л ваправланил от Х^ к Фо z в.соответствий с «э^им вазовем

левым, а Я>0- правым концом отрезка А � Ясно, что левый кон

ояроЗка Л црададяежит множеству Л, г.разый - множеству Н\
Ьзедем на Л раоотодш i, ворождаилое нормой I • I , м разделим

отреаок воиолам. Одт ^з двух отрезков детеяия 'х'анов, что

зевай конец цранаддежит il , а прагчй принадтежл?: Н Д
Р1г< погслам, и т.д» В резул^таяе

дфельвость всокенььи отрезков о дди.-аыц, отремящомиоя к

и oCjpa^iHEi хеа -.войс/в.*, ч'х-о лх . гше концы

t<a ipaB^^ -Н4^* 5гги о^г^зки содержат ровно ог"д/ оощу»
обозначим ее чарез 4^. Она - Домадььая дяд

какЛу sb.a^yto» to^eJH, ilHiJ-ijIlidL. Сх-оврем^хо то

дляДчН: ^ада {tyK] - плслечова^ельнос»

p начи вложение охр&аког, то

езке гь-хунорл-й til • I!) нвщ.ч j

следов reJTbeo.ffl^-ylil>dl. "коачатагъно
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p^ a
Допустим теперь, чтоШСО^- ^ Bl<ot/. Тогда на отрээке Л^ точ-

точка U - промежуточная между Ххк& , поэтому!^1<10Сб X^h«in|x;ir|
а это нелепо. Отоща следует, чтотХ*-^!!!^, а наше утвервде-

яие доказано. /

Мно1»отво{осеН:]№х-д1ы] назовем границей множеотва М я

обозначим через ЗД . Можно/следовательно, очвтать, что ири

В?v,-Qi>* адамант X* решает задачу

r ix«xohHvm, хедМ" (ял.е)

Няже вощу принишетоя, что 111&0~^ Ш>^.
4°, Задачу (WU.I.6) будем решать приближенно, сводя ае к

коиечно^йрной зицаче. Выберем натуральное число 'ft и ^Г-«арноо
(j\r*JfW) подпроотраьотвс Н^ простраьства Н ; потребуем, что-

он на элементах'подпространства Н^ полунорма Hi'III была конеч-

конечной. Поставим одностороннюю вари цконгую задачу

Задачу (УШЛ-7) лэожно несколько ущюстить. Пусть

проекция элемента &0 на У^ > тогда

второе слагаемое справа - ь^стояннсе, поэтой«у задача (У1УЛ.7)
равносильна одедущай:

этой повс*. форш нашей задачи является т- что

элемент JC^ , так и локомый элемэнт JCC^ при .

чу и току же пространству Н^#
йэресечеадв xyojwpow^afl стш Г.п и замкнутого цу

ноотва Jtv есть замкнутее выауалое множество. и^трвбу<ем е*цв, что-

г'« оно с^ло тнуотыл, тогда задача ^.1.8) будет иметь одно а

тсльчо одно резкие, *.оторсе будвь. расоаетрнввть
ной решзние задачи (Л^оХ.б), '^вадяо, яа. ©ааи ,, р
Ъ дос.а очно Со^ыиом будет Доп^. Д аг по док' ^ен: л$ р n-J°
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5°, Яввестяы многие сшообы решения :- шч тиш (УШЛ»в);
здесь сграничимоя осылиой на гл.П ,ндги Гловииокого, л&ояса .:<

1р«мольера [I]» Укажем зще один прием , ..эторый может оказан

кебеошлезшш: см* отатью автора [27]»
Дусгь ^й , *?м, • � . ,tfltjr- базжс b^H(v •^цустям, чк

сущвотэует *аке монотоинал функция о): ^ —*-Р<» что

аH1; ХСЛ- а .11) ► где у

ють доотаточио гладкая функция коодЫдевнтч j otK

обозначим ч^пез &Ш вектор !а^№>, ft^»•...» uj- )» через Д^ -jj
матрюгпг члсел [tf1vk, tfhj j ; j, К * ^ 2, ...,/ • Шлолаш еще С^

Ш cr^oody ^.ложйтвлей Дагранжв задача Uut.L.b) сводитоя к ой
теме уравнеакй относительно оэффиш^чтов flj^: , j

или, короче,

Будем рассматривать X как незаздоимую переменную в (X* щ

функция от X „ J'Vi>eJ!,eнциpyя (yiL.I.^) по X , получим

обыкновенных дйадереациальн^ уравнений

кс эрую надо pei гь при начальное условии

в уравнении Ш,1»Ю) "У/"^ ^зн шет матрицу вторых произволна
Ф

с &ч*т (УШЛ-'O-II) бу^ем решать .аким-нибудь pd3Hoc
методом» пусть rv - |тчаг соответствующей сетки, положим \к «;

»±klv , К = I» 2Г... пределиз ьелтор Д^ К ), соответствуй



^которому Лк , вычислим величину i|!Li^ O-j^CK) i/Hj - ^ III • Ф»

ярых К она близка к \\\U0 -^ы и, следо'Ьательйо, больш, чем

rib . Процесс решения задачи (УШЛ.ХО-II) следует цриостаьовить

яри том значении К , положительном идя отрицательном > при кото-

котором в пределах цринятой точнооти оудот Выполняться равенство

вычисление величины 0^ упрочатся» если полунорма |||*|||
определяется равенств м IlltUr =fc(Uf»tt')t где £> v ll^^t/ ) *

симметричная билинейная форма, определен, я надвое* цростраво?-

в Н • i3cwm в этом случае пололс ь СО(
*"

) х t , то сиотема

(УШ.Х,^) примет вид

*~kfja =C - ,| , (лил.is)

;е ^ - матрица чисел Ь ( ^nj • Упк Н j»K - х» 2 ЛГ • а

f - B©i op ( оосиавлящ ia |tn)= ft^piLj- «Ь^рвца iirv шло-

(УЛ1)определенная в потому i вырожденная; систему (УшЛ*
можно решить > обратив матрицу Jlin-X J^ пс' . «зто^ Фаддвева

(е^ и -^аддевВа [Ц; см» также ста. ^ю mb/ашо и автора

С-првделив коэ44»ищ^нтн U^m, мы затем найдем А из уравнения

0 4
§ 2» IiorpeffiHoc*i> апироксимашш,

1°. 1дусть В - банахово прострр^ство с нормой || * II » облада-
обладающее следующими свойствами; ^

1) Г гргмйченяо вкладываете в Ч ; цри этом

'

VxeB, IxUBaHI, IllxllUilXll' (УШ#2в;

2) алименты Я>0 и а# сод-1жатся в В J
3) при любом tV подпространство H^Ci3 • а JOCAeдoватeдь-

ность [Hft] полна в В.
йсли в шчг а ИЯ/0* кон^гйа, что мы ниже всегда преддолага-

е
, f условиям U-2) можно удовлетвон^ » 1гич>жяш,

кажем клаос aaj-e'*^ к. да условие 3) также г *гшявы>, Jfy
^м, вапрЕмер, что H-W^T^» ^ К щ урадьвое число ш Л
•^.i84L л область евклидова щюстравства, улоале-гворяадя
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в*» кояуса, ж цусть дая некоторых 6&К £ р>4 справедливо

неравенство III • III 4C 8 '

1Ы(»,Л. » C«=C0tv5t • В качестве
"

«р (II)
возьмем подпространства, натянутые на координатные функции Шщ
(см, кнжгу автора [22]), которые в свою очередь получек

газованием независимых переменных из соответствующих
эти последние можно выбрать так» чтобы последовательности {
была полной в Vl/p ( Л )• Цусть еще р таково, что WCp ( Л )

ограниченно вкладывается в ^ (Л )• Тогда НГС8 П* люс5о«

IV л пооледоЕательнооть {H^j полна в 6 •

1кже мы Судам пользоваться равенством (УШ.2.2) при Q,» 1*

2°. Лемма УШ«2»1» фсть Д - выпукаое замкнутое в норме М

непустое меожвство. Ц/сть^ далее, Х¥ - решение односторонней

париациояной

а ОЕ/ - произвольны;! элемент множества JH . Тогда

0,

В пространстве Н проведем двумерную пдоскооть Р через

Хо , х* г X . Гкльберхсва метрика пространства Н инду

рует на Р евклидову метрику» Шстроим треугольник о вершинам^

&0 , Xi , Xf и обозначим через Ф „угол при вершине Х# . Дси^|
кажвм, что Ф^ Jf/J # Долетим, что Ф <^/2 , ^ерез точку ХС1

проведем в Р прямую, наклогшую к прямей Хо Х»^ nu^ углом, мен|

шим, чем Л/^-ф , и пс^есекаяцую отрезок XtX ; Цусть W .^
точка пересечевош (рис^Х). В треугольнике с вершинами Я^ , Х« |
U угол при вершине 1^ туоой, поэтому 1Х0-у I <ci . .ЛножесИ
во Д выпуклое, а X , X>cii , ..оэтол^у U€ Д . Теперь неравен^
ство I Хо - U I <d означает v что X» не есть решение ^адачн ^
(УШ,2,Г>), вопреки предположению. Таким образом, Ф>%. ;1

Теперь по теореме косинусов, i
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яо СОЬ Ф ^0 > * д!% > I £*
- ОС |%d* . Неравенство (УШ.2*4)

доказало*
:5е. Лемма УШ*2*2» Цуогь выполнены уоловхя I) - 3> п.Х° нас-

настоящего параграфа, мнсяеотво ограничений М> определено формулой
(УШЛ.1), причем ^ШИ1^ IH<dt # Г^сть X - некоторая точка на

0JH, так ^сто Illx -^lil eoC t Допустим, тео оушес^зует т^чка

ОС-(*°сНл, удоклетворямцая неравенству IIX"XtnMi4^, где

$<{<Ь-р)/29 и (| • || е I' ! + (||• (II . Тсгда существует алемеи*

U^cJlinH^r »акой, что 1Х'Ц ll^Cxfrv � "*Дв С& может

зависеть от 00 » но ые зависит от п.

rtoaoi^^»axw)lO<a<f ; невидно, Л Н**
при каких (Д/ справедливо включение Ц^^М» Имаам

4'a Cf^+et) +A-a)j3

fl-

этом

.ite/ || xLn) II * lixi + 8X-XWII ^ IIXII + f ■
. следовательно,

j
более щюстая оценка

Лемма доказана. Аналогично можно получить оценки
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Теорема УШ*2.1. шла пространство 6 удовлетворяет уа/

I) - 3) «Л°» а Хо , Xr , X,1* кмекя тот же смисл, что к

то \

где 6^(&) есть наилучшее приближение елвмеята

*ами шгтростраястз Нп в "юрме II * **

Заметим, что ао предцоложению последовательность {Hj
на в В » m>^T0flr е^(Х>и^%0 » В частность

' '

Как было доказано в й;4° § 1# Х^сдЛь еолв tv достаточЦ
велико.

То определение наш^чше^о црдбдшкеная» пр* любом заданном

6>0 существует такой элемент XweHK> ^^ ||ХЙ-Х;п}||^

^A+£)вн(Г/к jo л&мме УШ.З. сущ ьтвует адемшф-^еЛ
v.u 1 X, - / j 4 С^ eiX,) , С, « СЬ £)Сл#.
Ш лемме .B./l JvOidJ-a1, < -IXf - 4^1*
Во Х^. есть решета зад^за Ли" ,7), поэтому ft|l4(ilv"»lT- 1 '

.рома т о>

Теорема j
§ з* Сдуча улучшения одешс^ шгреишоста ашшшкшмацш!* •

^щеотвуют сдучеа, со .а ^денка fyiL.2.Tl, мохы* быт- oyoia

г-чно улучг ча« i астоящем 0*раграфс ариведены два ^акюс

чая описаянйх в статьях автора [2Г7] а [:в],
*°* В р. «I ваменкгл tov»y X ва ^ * Jo т-^реи кос!5нуоов

через 0 ад&сь с iata4e»yitxa п^ вершине Фо в треугольнике :|
точко болыкш iXo-^ ^^Л .' 06^ лЛчим е.де через Х^ элемент |

'In, t на котором достигается равенство
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тогда

отсюда 0^l£D-a£HVd<6H(#,,) и» следовательно,

\%t~ot%$n^yU%el, (яб.. л)

и дело сводка л к идешсе угла 6^ » ,*>цус'ДО4, 1
з многообразие

<Ш достаточно гладкие, тогда вектор SP0-£* направлен >

нормали к <)Л1 . Приведем , казательотво этого ^остого угвер-

жцеяяя. Вьоерем на 311 произвольную топчу ^ и проведем через

точкк #0 »#* г U^ чумердую лоокоотъ Ц (г Л), которая д&-

ресечет (Щ ао достаточно гладкой крявой % # введем в Q, дека

^говч ксорддааты ( |( f |^ ); за с^ь 51 прдшем пряму проходя-

;дую чеоез точки Хо z %** н направленную от СС0 к СС^ ; »ф же

ось п>,л«еы эе ооь полярных координат, центр ко- орых поместим в

Хо. У очинке кеса^лльно к крове % г ^чке X* можно на .-

сать в е le f 5| - аисиксса переменной точки СС )

и(уоть J) я Р[9) еоть уравнение кра. i i6 в оллрша кс

даатах вблизи -аочки 2Ьщ , тегоа

do в точке Х# сЛр *0 » г*..ому что ь этой точке р доста »<.

мьлимума; к^оме тогог в этоЛ же '* 4ice bift<0 *0 т 'йакам оОра-
зоу ,(igM =0 я yi знг не касательно.! к it в точке

§4 = §м , и прямая Х7?Сй яаправ^|ена а. норшли к

Оыло тгтько-что отмечеко, в введенных нами поля, шх координа-

координатах можно заи-сагь уравнение кр^**Ч ^С вблизи точки T/Jt в г н

Р = Р@) • где Р^ б ) - достаточна гладкая пункция от 9 #

чем J3(O ) =d P'(O.) * 0. Наложим на многое разне ЭЛ
ду: ее требованиеJT.:

Существуют такие положи льные числа Ко * К, г К

4-/@Lк(; 11/@I ^ к ; /ш.з.2)



~ ш ~

ахи тала могут -авиоеть от %0 г ьо не завися? от выбора дву~

мерюго оечекод» проводящего нарез точки Хо в ^ » второе в

(УПиЗ#2) 1.)лжяо выполнлгьоя дрк доотагочно малых б ,

ОбоавлчЕ!, РF ) - & » ^ (С ). Разлагая j^fl ) хю фор-»

181 4Кв/Й1< � *L последнего нераввнотва находам :

lib теореме косинусов

отоюда а из нв^автютва (У1.3.3) вытеч^зт неравенство

a isoci'oriimjMH ^ и А " которые ие ^ашсят.от выбора ошюаш

го в*£пе даумвтяаого сечения,

Ш,3*1* Ц-гл> еыполл^чо требование Т» а тавдш

п*Х° § 2. Тогда

ft3; все >)асотаянял з уг



.- 185 -

салу неравенства (Уш.З.Ь)

sum I6J< 18j \T3kA, . Теперь п0 неравенству (УШ.3.4),

Таким образом, если выполнено требоь ш& Т, то погрешность

1роксимации при^лиженног'о реше л ест ведйчяаа попадка

)
2°. и нас. ддем .^нкте мы уиа/^ч некоторый цростой клаоо

ULvr/irL^.H, улрвлетвордо'дих треооваиич? Т. ^иелио, дуоть 1!| X III =

fc@0) = о (X ,Х ), где 6(X ,
U-) * симмйтр^чнк^: баякыейна^1

1^ормар з...лдщц А аа Н » кс ^рой соответствует неотрицатв—лая
квадратичная форма 0(Х). ддя „ л^рщенил выкладок буде;/* и дан-

данном однкте считать, что ^-0 , Ц- Н •

Произвольную льумерную плоскость, ..роходящую червь точки

^о к 00^ F могшо построить так. В пространству Н возьмем такую

точку ty , что IXo.-1j|l«ct и [Ха-Х Хв-*0 «О
,
и подолш

^■- - С^*"" ЗСь)/с1' 6а «CU "XJ/lI'- jjB^Meptio** множество, оггред •

лиемоа уравнением J>XO =§С, +2Л> , г^е S а 2 - щюизволь-

?шв вещеотвеняые члола, есть ^ог^ость^ проходящая .j

^о »-Ж» f ^ ; элементы вида Х~'Х0 ш мэтветствуодие числам \^
Л ^=0 т ортогональны, г.оатому | и 2 моу^о рйссматрявать

ш дека^ овы коорлина^ на н^ .ей плоскости; нач^1у коор нат

соответствуем точяа Хр.
Введем псш ше кос.. д:'наты по обычней форглулагй §0

. Стметиэд licxiLrip'-ie 1 >рдаяаты хочек Cfv t

2сош

коордг атах % - Хо tpVd» где Ug -.- (X»-3C^C0> G

, to



3 чаотвост», многообразие 0jH or деляетоя уравнен м

Нетрудно видеть, что D( ft )>0* действительно, если ■

в (ft) « Ot tr WflD0-Xjlh Э и HI «©I - Ш»»в1яЛ ; это сз«

чает чг
■

*
о есть решение односторонней вариационной задачи:

вокрек" предположению.

Лтак, Ь(ъо)>0 , Чо то^ца при доотаточяб малых б a

Ь( tfe) > 0 „ Уравнение (УШ.У»7) - i лдрат ie относитал. о i

из его корней один равен р(в)» а другой дольше» чем ^@);
Отг да вытекав, неравенотва

в (yiii.3.7) 0«П 7 р =п> , получим

а уравнение (УШ.о.7) мож"о записать в виде

* йерц.анство (УШ»а»9; в вида

те1 ^рь величин^' р @ )• А^юди^еренцируем
тво (У1иЗ#7> два раза по б » Сложив Г -0 , получим

Дс леем, что знаменатель дроби (ju.3.I2) положителен, фи б»

уравяенке (УИ.с.Ю) прш леет вид

0 y)(&~*T ^""C^^l Oij((X/ У ~*JD ^*f b' T +T T"T *W0* f-/Lj ■ JC

его корни cyib
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Кола в (УШ.3.14) ыбреть знак минуо, то получ. *>оя меньший

корень уравнения (УШ.3.13) р О, ; отекут следует, что

I
Из формулы (yiii.3,litJv г тикает теперь, ч > Р( л )^/i , С дру

гой сгорони, т ■

как .орма О(Х) задана на воем орострапст!

Ц ,

'

существует такая поотолниь** С>0 t что Ь

l С а , 1ми приходам к оценке

ь kotoi ■ i ^0 и Ц не зависят от выбс а элемента U.
да

докажем тепер. 9 что пря малых 0 третья производная р iff)
ограничена по модудю независимо от Р a U . Мен* Ш корень

уравиеи*.* (УШ.3,11) равен

k

лак мы видела, ЬС 4fе )">0 щ.- малых 0 Из ^тмулы
'

'ш,:...1С}

лйдо, что люб£ произь ^ая от р(в ) оудет огранячена, есля

ограничено okk^v подко^^ино bhj. зяже. Вцше бшс
^

^. пои 6«0 oi ра..ю 6А(

заметим, что I? I 4ci(J0H-1 ) я што«у дрл .^алих

ll tO от Ь
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выражение в (УШ»8Л6) равно

к при достато о малых ь оно ограничено снизу цоложительнынй

числом, не зашоящим оч 6 я ^. |
Заметим еще, что требование Т выполнено, если для любону

элемента U j ля % - прямая (или ее часть)- в этом случае]
••dt/oosQ а можно пола л*** Ко* к< = Q,/2 и, при

а. Кай и вьлиег возьмем про толъную точку tjc3il
в Н двумерную «лооког ъ Р через точки 0Do Д^ , ц,

f

рис.0) к ы дем на этой плоскости полярные координаты р и

Отметим, что полунорма III * Iм конеч^я на воех элементах ши

с.дР ; нро"<з тог как было показано в *
2, . , ... w

по-прежнему ь^ЗЛ^ПР и ^«^@) есть уравнение кх ^ой

Фикция р(в ) досг *ает шшимума при вт0 поэтому

возрастает при в' ^раотании '61 • Из выпуклс ъ кривой L
лует, что о Еозраста ем 0 угод / также возрастает»

Сделаем теперь ^лед^лцее допущение: существуют такие пол

«ительные пос >янные б0 » К , б< ^1% в
что при 101 * б0 спр

Еемивы неравен' в? *рХд)\^К и 5 + Л/£^Ф • ^тй постоя

ные могут йави( гь от Хо , о не от выбора двумерной ш :кос

Р , проход;£щей через точки Хо »- CCf
Из яерав'енотБа ^^о+ЛГ

ч

следует, "то X» - "коничеой

точка кь^ества дМ : вектор Жв-Х* 1разует чзш, ie

ч^-* 5+Ж/2 t с дабой секущей т эства ЗД , проходящей чер"

точку 0Ct •

Скажем, что ж сформулированном здесь . лзущешш верна

оценка (УШ.З 5) для погрешноо^н приближенного ешенид*

Дуоть I6i^0o • 06ol ачим

поэтому, если X - ^* с полярные координатами ( р(8 ),
то



С другой стороны, обозначая /. = |iy-Xl , находим

Кроме того,

и, следовательно.

(л.злв)

^окажем, что при малом Qc onpa*-j^ffittBO
СТВО

, 2

C05 о (УШ#3,21)

в кс ором d - г 1тоянная, U <в*< < * Неравенство (УШ-3.21)

равносильно сле^'щему: d^6р{В)СОЬ ^/ J^b 8 * и доотаа ч-

но, чтобы &£бр(в)Ш -£ *( \ 5 • Лхдя взять Cv ^25 ?

то последнее nsr-венс ^о будет выползло црн <э**СОЬ б/cob -£ •

и окончательно

Цуоть фью элемент подпроотр*»аотва Н , at которл* тоо- ■-

га, оя^наилучшее ггрибли^сгяие элемента Xf v те что ^(Ху) -»

9x^-XtK)B � Do леше УШ.2, существует элемент tj(H)€ jtH Htt f

такой, что 8х¥-U-^J 4С6«(Х») - осшдь^емся обозначени-
^

ctt) (г
ft\*ii p4c»LtB к о^кхм на этот раз будем считать X -U г

все углы и расс-эянич измех jotch е мет;1 :е I, , . построено*»
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t\рйолш р,$LPn ^^ \
P» -А , так что £ъ Х • to формулам (УШ.3.18), (УШ.Ь.2£

УШ#3#а7) * (УШ.З. г9) пш^чаем

.

i С'

я наше утверждение доказано»

? '� Gaw<Ka погрешности ашхроксимащш дуй более обще!

1° В раооте Тюхтина [ij исследована г ^ешаост*, агшроис»-*

мацзш боне общек задача» с^ чудг* ~>ваивой * начале настоящей

льы. Наш' *г постановку этой задачи В j, дяекощаном банахо- \
во» про^-ранотва 6 с нормой II'" заданы непустое выпуклое заий

гшузод маокг tbqJUet ъь.^кязхА с^^.бо да^непрери-иЯЫЙ они 7 функций
онад } ; если мнояе-^о JN неограниченное, то дополнительно

чтобк ^СсХ!-) Yxl''—Ссо00 • JtaBHT0* задача о на-

элемента ОСу il > реализующего г^шнк-.^ы функционала
■) ка множестве JH- • Как было окаарчо в начале г1.авыг

ни втс^й зС' *ачл * умствует й Л1да1^венно> бслд функционал $ *

отрого выпуклый»

2^# Приближенное решение Of1
^ этой ба ] общей адачи б \Ы

строать так жа, ^dK в § 2г выберем полную в 6 последователь-

иаог кояечноыернюс тодцросгранотв {б^] и примем за Х^ реше-

решение залачк * мг шуыг ^Унк^^яяяа ^ на м^ожеотае JH Л В^ • 0>

лиота ичюледовг 'иьнооки {Ьа] в длтир^^мой очятлв' Хпххшш ж>-

ш ге^оя в следующем -«ь^де, I^rcib F^(X) фуь даонад лйшков-

"кого .ция "«а с^ле Ж • Этот фуккиг^нал ^цределяетсл оледугощим
о? 1ЭОМ, Лапуотим, что L, - аронаволыюе .адяейное пространство
и ,•' - вы; хлое множестве , L • х'очка Г гД щжг тушжат у^ру

мвожесш »Л1 (t^rittj 1догвя княгк a^-imc-o ^ва -а Фомина [!]•» б

н. ?е Балах ппяьда [I?
n

на^ывр-тся аг-ебраичч-оки внутренне:'
точкой каожео?""% /:1)» ecto мя л.юбо1-^ '^cL существу * такое

ч* до \X^Q что E ** V** ) ii> -с. ib I"**' <(X Цуоть 5 то-

точка ядра множества
„ • ^якцег и\ uiri/ru^.ijro множества Л-t о

ре..^-ijjet^** фо 7лой (см. цлтированк ..; ы--..*с
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Ниже буде. считать, .го §о«0 - это» очевидно, не огрвчичзшжг

оСщнооти*

Положим теперь

X1
Будем считать, что на элемь**гах подпространств и^ функцковал

нковского конечен. to определению, цр ;ятому в работе Тсхтя-

на [1]г последовате^яость [bj полна в точ±*„ ХсВ » есд*.

= 0 # Q" видно, дй тако^ полноты н<*лбходш*о»6^(
чтобы РмСХ)<оо.

введем в рассмотрение функцию

^УШ.4.3)

которую Ha3O£eN янорантоЛ *ункцаонала '^ аа мн

Оценка погрешности агшргI шащш дается слеДуще теоремой:

Тзорема /111.4.1. 1^сть выполнены след;/ющие w
оловия; а) на

р.сех элементах ь-ех подпр^ р&нстз 6^ функционал ..Ьшковс v"

калечен; б) в некоторой окрестног ж (в омксле нормы хфостраяс*-
ва ^') точного ^ешен^я ^

^ функционал ^(U/) конечен * удовлет-

удовлетворяет услов.:ю Липшица; в) при ма.. .х 3!Ш шмх адсла ct>w ^унк-
шш О'Ж) строго монотонна; г) послздовательнг ть подпростран-

подпространств Fа] па i з В в указанно таыше смысле» Тогда т.^т место

оценка1 погрешности апп^оксш'лации

^iar 1), ( j.4 )

$ - постоянная лишица дд* )ункциоиала ^ в икресгаосм Tt x

■ амечание УН., t.i. о работе Тпхтина [Ij дока-^ано, г

'о /
одовлетворлет ^слов. -.- ^ипсгдца, кслл М ^иес1" внутреннюю точку

ча;лечал;:е ^' •■*, ..ри ^,^ка°ятэльста теореми ^ui.4.I играем
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важную роль лемма f которая лышется обобщением леммы J2i>*4*
'

;

Леавг 1 ШАЛ. Дуст* ОТ"" Д и aCrt)eBn . Существует течка

'

что

Отметим валкий частный случай, рассмотренный в ци. роваянд

работе 'ллдаша. Дус^ В ei j гилье ртово l. эотранотво и ^(ОЕ
■IX-OCJ* , fl^^Jli; принимаем, чтоД проиавг ьное непустое:

вы:, ;ш>е замкну >е множеоа^о в В • Тогда справедлив^ .1

Теорема УШ»4«2 ^ли фукк1Г *нал .Лшксвокого R. конечен щ
вов^ алвментч . простра. ib В^ и последовательность {Bnj ^

на е точке X* в помякутол' чише смысле, то

4°» В настоящем пункте мы ия^ожим, чакже без дсказательой

- из пезультатг работ. мемьяновича [41 Б ней .нассмсН

реяа задача и.З § I с шшмуме расстоы*йя от заданной гичка -.J
ХосН , где Н • ?ильбертс^о i ^странст^о, дс непуотого
лого ^мкяутого в Ц мцожеотва Д . фсть Hh "• подпросг

^

пространства Жх^Я^иХ^имеют тот же смысл, что а вс всем.щч

» 06O3F 1Им

VxcH, E^Cx) ^ц
кроме тего, цусп Р^ -ортоцро^-рор из Н на Н^„ л|
с jjt тцан теорема; $

Теорема УШ.и 3. ^сть множеотво il^ ^ Rvt
Тогда l ряа оценка

. .

1»гзО*ЕлСх/ vf^W+L^x^E, 0:,}]*
Заметь, что ^сли Е^С СХ ) и Еп, Хо ) суть величины

к сожале. jd, услс~!е \*пХщьйп ipy.^.c лрог.Гряемо.

§ к* 05 уСТ'лЧЧИ"")С * ТотГ ГО Г-^п.ЦХЯ

вараедаон „ -г, .пл "|
I � *дег рассл1ат:'лвать ^ацачу о :.i.:-b.; уме риостодния в J



гильбертовом лростракстве Н or фиксированной точки Ло этого

/•(ьстрачства до яецус*о^о выцуклою замкнутого множества М :

вставим воароо (см, работу автора [29]) об уотойчивооти точ-

точного решяния задача (У'.ЛЛ) относительно малых лзменелай ео

... гашс: элемента Хо , нормы 1*1 пространства п и ашсшзс£хг

jl\* . Этот воцроо, который кажется нам интересным г сам по co6ef

поможет' нам Ъотсм Сем. § 6) разобраться в погрешности искажения

приближенного решения задачи ^jfllLu.l). Эту последнюю мн

ниже называть простейшей односторонней вариационной эадэ

2°, .Тусть w рма I • I а множество Д остался

а элемент С0о заменен элементом ytfcH г прдчем 1с^~ i|c! ^б" ?

■ирез 0 зкиоъ и наже в лэнном параграфа обозначается аа^ое по~

'ог.штельяо^ адсло. Решение воз^":анно^н таким образом задачи

■■■^шЬш1) обозяе^нм через ty* . Так как» по ооычног^

ни®, ODp^d.u- ь то при достаточно малом 5 будет такжэ

а тогда $,-% ¥• Хс, y^etj0, &fr£()U'> U^^Bl^.
Рассмотрим четыр&хугольлхк раоАЯ £га чвтырэ веришны опро-

;;5ллн)т трехмерное (в частном случае
- двумерное) простраьстзо

F
, все элементы которого принадлежат Н * Из

леглмы УШ.*;.1 вытекает» что углы четьрехугаяышка в

^'х и У* - тут. е л^и: пря!"чег глэтому» есл:х чепез

ij4. провести в £ плоскости (прямые г есла пространство [
.-ерное)» кермальт»*; к отрезку, ооедичящел^у тотгкй wfr а

"

лежать Еие *шь на грааяце слоя,

плоскостями. Отсюда следуот, чте

решение дростеЛшей задача ■^го'хойчив^. птаос1дгадько . лш: во -

"u. В грос'14-анотае Н гамешш иореу 1«| другой г\вг-^

нормой I • Ц та^с. чтобы

г^страяотво И , снаехеяяов мегркдой flj , ойоздачлч чврей Hi,
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а решение возмущенной задачи !х-0Ц * *тп, , осеМ :

- через Х# � Оценим величину \XW-Z0\ . Через точки &д, jj
Х^ проведем в Н двумерную плоскость Р и введем на ней эв!

дову метрику, индуцированную гильбертовой нормой 1*1 * В od

яечскиях рис.5 дмеем

Очевидно, ^>Л/2 - в противном ахучае Х# но ^ыла бч

минимума» поэтому

Аналогично, еолн не плоскости Р ввеоти евклидову метрику»

дуцированную г.льоертовой нормой I • If , и обозначить

to получим

Есла Ct,4<i f то из (УШ.б.с) следует

иля

если же <*■(>& , то до н-равенотву (УН,5.5)

откуда

Из неравенств (УШ.5*б) к (УШ.5.7) следует, что

аг знрчит, решение простейшей задачи устойчиво относительно
малых гогм^щеяий метрики пространст а Н •

4°» .Чс пустим 'i-епэрь, чтп элемент Д/в а метр^а пр
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\\ оставлены неизменными, а множество JH заменено близким к не*

ау ./яожеотвом JH' , которое мы така* предполагаем непустым, вы-

довлы; и замкнутым в норме Н • Еглзость множеотв J| и JH/ мы

здесь определяем следующим требованием: оущестгует такое биек-

биективное nptобразование Sljli'-^jti, цри котором

VcceJU, |tt-$"aU5(la>IH).
*

(ЛЛ.9У

Отметим ^1що следствие из неравенства (УШ,5»У). Цусть

Xejlt'тогда Бр&'еД и, ю неравенству (УШ^б.01)

b'-Sx'l - iSx- S^Sod U5CISx I+0.
Полагая в тем же неравенства (УШ.5.9) СС =SaC ■ получаем

С< "б)"' (|ф' 1+0 я, оледоватьльяо,

O. (яв.5.10)

Нардцу с задачей (УШ.5Л) раосмотрим задачу

tv решение обозначим чераэ 0Ct • Цуот^, кш< а

кажем, что при достаточно малсы S будет,
но, если Х0&М , то SXOCit a I^Xtf-Xe(?^ г ?«* ^ выа»»
здеоь с1а!Хк-Л0| .с дру1-а стороны, ш неравенству (УШ.5Л0)

О С^ б) (IflfsJ +4) t что црортворечйт цредще--

5"вущему неравенству ^если 5 достаточно мало.

норовеиству

. так как S X^eji' , т:о d%l9^ S

*налогяяко? так как OC^it-» то Sx^eAt , ж до не]

образом,
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D* • >1кеем

1очка S DC^cAv . to лемме УШ.2.1

и по неравенству (УШ.5.12)

IS х,- х; I
Ч

0]
(Г1.5.]

SО^оздачкм IS OC*-X*I — t . лз яе^авенстЕа (УИ.0.1^) afl

лучаем ото в (jTu,.r>.I4K

^стЕу лдя £ видак кв-адг^атному

здесь Or f Ь , С суть функияи от О и от i X*l r ограниченнее I

по;, дитедьные при фиксированной j X< I ^ при достаточно ма.чьос fli
£1з (УШ»5»15) слезет, что £^С5 , l/^COViSt йг в еллу нерав<(
ства (Ук.5#13), 1

i'lepaBOHCiflo vjTH.o.IoI показывает, гго решение зеллчи

(yL.C»E) устсьгчмво относительно возмушенл:1 .шожества М, ма

в смысле нерс«вияства (УШ.5.3).

5°» Лсслегуем устоМч^шссть ешения задачи (УШ.1.1-* ). Ь

iy результатов п.2° § I достатотшо ограничиться случаем, ki

6-ii!ilil <d . Устсйч: JCCTb названной задачи мы исследуем в

двух случаях, когда -лчожество Л изменяете- так, что это

кение естествевно считать малым, но очо можеф "е описаться

отнэ:;:ени1,и чида неравенства (Уш»5.9), В настоящем n\fFiKTe мы 1
рассмотрим случай, когда Ж - везмухенние множество - мир^де-**]
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ляется формулой

р iccvopotf <*/ - число, близкое к ьС � Заметим, что ешш <^-0
U этому лчевидным образом сводятся ^олее общий случай C€Н )>
то мы оказываемся в условиях п«4°: за S можно лгрянлть пресбра-

йщр Vx^li Sx^CXijl'. Ниже рассмотрен общий случай

Цусть сначала 4, = &-£> » О^^означим

it- = (#еН: ЙЯ^И^-б). (К.5.Ю)

:'СЛОЖИМ в*Дв

VctcJU. Qx-(b6)X = X.f б>0 (ЛП.5Д9)

п 1'.окажвм» что при с> -остаточно малом й есть инъеючия jit~*J4.,

-

-^статочно принять б * 8( dr ~ £> )"*; отметши еще, ч

С= ( ol' -^ )"; = COnst и что слраведлиго равенстве

( (УШ.5.20)

рдду с задачей (УШ.1.1-2) рассмотрим залечу |r^*CE>l**tpl^
eJUi-., где J1L определено .,[;ор;иу.пой 'УШ.-.18). Решеаке этих

шч ссответствьнно оооз^чиу ч'^рез Х# и У* • ^сгл еще Д, а

Хг-^1 и (i. =1я^*у^| • Так как Л.сД . то d^<i_; к^юмё
поэтов A^сД_. Отсюда, в силу неравеастза

разность iX-»^

iHQxri|,hc5[x,MQxr^L (m.5.22)

Гочка Qa^cAL; по леше /Ш^л10д> |#!̂ '^"^З&Л"^- -Теяерь

■•* неравенству ('Л .Ь.Л
■ ."о е (у;.,Ъ*к.ь)г солуч.»м
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если элемент X* фиксировал, to отсюда получается более проотое

яаравеногш

& (УШ.5.24)

которое доказывает устойчивость рзшенжл задачи (УШЛ.1-2) по от*

ношению к малому деянепю чысла «G
t еола Hi ^ 1!l<d*

Цустз» теле^ь оО заменено вг ct+б". лоозяач«м

(УШ.5.25)

^- решение задачи

to-akl-mift, oocAtf j
'

(уш.5.26)

л dfatd^*^) f to ояраведдйш соотношения, аналогичные соотно-

швшжш (УШЛ.21) н (УШ.5*23):

^, (И.б.27)

Э неравенстве ^УШ.5*28) заменим левую чаоть меньшэй велнчи-

хой I2ti*f3t»b linepb легко получить длы IZ^i квадратное вера-

вг^отвс
8

из которого следует,

]
f> аослвда;Л радакал есть величина

(УШ,а«й8), убедш^оя, что при ^«ковгроханном ОТ

1

уотойчивоот!» решвкня рвсйнагрйиавмэй задачи стяо-
) увальченге числа<^ » если i^w<et*
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6°* ДрияимиЛ по-прежнему, что !£}&<<£ t допустим, что й>

эаменеяо элементом^, таким, что\\\п~п\\^$; остал^ике данные

не изменены, Умвен новую задачу

Цри этом

Обозначим, как и выше,

фсть creJLТогда вЛ-^ИиЯф^Р^Л, т.е. nteit'. Тайш

образом, ILcJH . Точно так »е дойаэываетсяг что Д^С^ц.* Окоя-

, неравенство (УШ»5*ЬХ) оэначает, что

JLcjtfcjl^.
■

(Л.6.88).
Дри расширения множества минимум уменьшается, поэтому

(омысд обозначеняй очевйдэн)

Из формул (yii»5.2I) н (Ж5.<#) следует,
а тогда тот же порядок имеет и ;»зкост& d^d
Г^оть, далее, #£ а L - шшши&шующие элементы, ооотвэтствуо^

тле у^олествам Ъ/ д ^f. Таг как «1иС.1ц.9 то ^€.Jvf ; «о леше

, lai-*fr4dfl-drj' ^ величина lai-2j«(Xjfy). Точно так

«е XilJU lZj0tt?)

решение задачи (У1ьЛ.1-2) оказывается уст^Зчизым по гтяошенил к

.иалым (в метрике ill' III ) возмущения» ^ементэ 0-.

7°. Г^сть одновременно :^1ало возмущены все шраме^ры задала

(-'TliJ.W): элемент Жв зп^енэн па Х^, нора^ {•[ '- *»а I • |4, число

at вменено на <к*ЛЛ5 и, наконец, элемент й Зеленея би/иэки»,
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e метрике I' 111 , элементом ф • По-прежнему цусть iX

решение аевозмущенной задачи (УШДЛ-tf); через ^ , Xfllf, Хэ>|-:
0Г'Ч>. обозначим ];вшапия сдед^!оц:!Х возмущенных за.адч: iX^ соот-л

эпементу X, при ост:ышх иевозмущен1!нх параметрах,^
соответствует элементу ^ и норме I" Ц при гевозмущеннзах

к й' » $3# - решение, полученное лри певоэ^лснном ^ и оотал

кнх Еогмущеяных пара;лафрах и, "вконец, ',^цсоответствует возму

щенным значениям всех четырех параметров. То-крежиему

(i»|a/0-Xj; пусть, кроме того, ^=|0С^-Х^1 ,i=^ I, 2, Ь, 4,

Оценим рлзноать Ж^-Х^^ . Имеем

в ovu^t неравенств (У^.

Как вггднг из форм^'д (ЯЯ*5,6)( ^,5,29) я (УШ,5»У5), о

i:.l аорм е (УШ,5.36) определяются через оценки велччия d^ e за!
ейор ;оста от а . Найдем эти пооледние оценки, Очевидно,

(УИи5,3), (УШ.5.8) й. (У.5.37)

5
(УШ.53

Оцвячм величину (^ � По ^орму.;. 4^.5.27), ? случае jf
• <i+6 будет 4Ь = djvOCUed- ьО^") ; то же соотноые:иа г

И для cl' = </ -5 ~ ц^о следует из ^ормул^ ^УШ.5»21). 1 г;зрь

Ле ^о проьеучть, что зев ^чгае:л1в р (УШ.5.оо) су^ь вв4Й
чаян пошц?са QQJfi)* ето озна^таат, что р^.ыекие Xf устоЛчянл
зссад?е,1ьпо впалых ьозмуцеши: везх науаметсоп, ге^аяиоле^^тых

paccv usrs.i'u дока-зывартсл
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элемента ХеР нормы hi к шювдства ХЬ , аслн последнее возму-

щепко соответствует ycu-оииш п. 4г,

§ 6* Оценка погрешности

1°, Пусть й (X,ty) оиммдтричвал бшшнейяад форма, определен-

определенная на некотором линейном множестве X , к соответстЕущая eft

квадратичная форма &№) -й(Х,Х) положительна» - «то значит,

ч-о ft(X)^0 я fl(X) « 0=>at* 0>вВведа скалярное р

[XtU] *CK^»t[) и норму {(Г-!I* VcCi№) , мы превратим

% в предгильбертово дрсстранотвч; замкнув пс ладнее, в указан-

указанной аореле, получим гильбергово пространство! которое обо£начаи

чзрез Н • Прыщом, что И сошрабельяс; дад уирощеяЕЯ шолвдуг-
4*ix запиоей прлмвы еще, что оно вещественно*

2°. IfycTb |йО) « линейный огранит:енный в Н фуил.;лонад,
определениьЛ на всем црсотр&исть^, и ДсН- непустое

м?о«вотво, замкнутое в норма Н • Задача

имеет отщо й только сдяс решелие; ояа равносильна задаче

где Жо - алейснт пространства Н оирадег-кашв тождеством

существование к единственность элемента Хо вытекат а

ной твоими Ф.Рцс^,

3°. При^шкеяное решвыв зе^ед (УШ*а,Х) «оада строить,

нчпри-ер, jo методу Pai^a fa кййгэ Гловйрского, ^^нса и Тр$

мсльера [Tj вместо термина ''ме^од Fiwu'- йо^^ль^у^гал герйшш
"впугренаде метода" )# Зад*да* полную в Н посол цовсгсдьяоог'

«-..ечноазрю-х ш^пос ранств {Hj , я пусть (jfw f ifw...f^tf
.^ BJK(*i..i - 6asao яоддросгранотва Ц )

•IrHf ЧТО ТС l.J#
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,/ яецуого, то гадоча (УШ.3.4)

одно к только одно рвшвиа,
4°. Цгот*

тогда г

rfY^J"? «ям

Скалярные гфонзведания [ ifjH t ^кп] вычисляются с некоторым*

грвшчостямж, которое можно считать сколь угодно малыми.

ччм погрешность вычисления величины [jfj^ » ^кн] через

лошт[%. %„) + j^-jC >, числа ^нам изь.стны.

и отвтв эр Л^ 1чим соответственно чэрез Л^ и 1ц, матряци элементов [?(,.»
я f£ \ j.K» 1,2,...,/ ,и через HJ&Jjrjl нсрми атях

ркцтгак итераторов в R^ •

^трицаЛ^симметрйчтш, л мы впра; j кллтать, что мат

такжа симметрична* Можно считать так**ге, что мьтрица Jlin+ ^

определенная - эао 'удет всегда! ногда Г^ достат

по отношению к Мп*
Еола 0GOv)- произвольный аазмент из Нн»

то по формуле ч/Ш.6,7)

где С s (С^ , Ц » ..., G^ ). Лскаженная матрица Jil,:-JMg
порождает в Нл новую норму

'

;|

Цримем, ':то матрица Г^ тгь по орьвненлю с Д^ь следу|
КГ ссп)
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где $\ - нале» число* Заметим, что условие Ш*6.8) вгшолдмо,

воли

Действительно, обозначим M*CWmf^9 tov& омошен» (ЛВ.б.а)

прак&чает

ли соблюдено условие (УШ,6,8), го

(Ж.6.5) равносильна такой задаче:

(Л2.6Л1)

г^eмeнт Х^ можно построить как ьроекодю С0о ^а Н^ » т е«, как

peuietrnj экстремальной задачи
°

дряводкт .к системе ураваадий

систему i зхао записать

й сбраао», Xotv есть аламе .», даваемый теоремой J.Paoa,

оостааяеиге оиотемаг (Л.в. 12) й»»г довуя**^ пеП&г оостааяеиге оиотемаг (Л.в. 12) й»»г довуя**^
^: вместо 0Г„№, !/w"» a.iwro« »*^i««ae|j^^>
tPirt того, «ки» |ЦЛтак»в буду* гк^оде:^ о ю*-

деде шл^гчй5* иска^еняую систему
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Здесь о - искаженный воктор коэффициентов,

Г1 )Г (ЯП.6,1

i
что линейный вычислительный процвсо определен

элемента CDe no методу Риада устойчив в последовательное^ (

Rjy. ); напомним, что для этчго несоходамс и достаточно, 4vo5i

координатная система била сально минимальна в К . Тот да сущ|

вуют такие положительные постоянные р , ty , Ь , что еелк ||Гп

Цт - нс*ажAяос значение элемента $т . Дусть 1ГП|
I1S 1 доотетсчно малы. Тогда '^mfiI0(J^ где Ь - малое чш

не зависящее ortV . О^оврамеяно, в силу необходимых условий

тойчивоста, нормыII j!^^I равномерно ограничена, и неравеясгвА
(УШ.6.9-10) также выполнены- Таким образом, ису^жение сводит*

то^у, что при каждом 'W возмущаются элемент &т и норма в п<

пространстве Н( > я эти возмущения малы равномерно относите^

ц . Ш доказанному в § 5, искажение злекэнта $т приводит а

искажению решения на ОСИГ^Й + Ни I) , а иокаженке норуш - к i

кажгчню решения на OCVlrj' iviC0 = ^ CVTHj) - Олонча»

но, еслл \№ - ис "аженяое решеш^а tv-й приближенной задачи

по::азыьает неравенотве (УШ.6.15), о целью

Аокажеяий олецует вычислл*ь m&tpeiqt FidTua точнее, чем свобод

тлены систем" Ритца - так, чтобы 11ГAИ« 0(И5(и*1Р)'
Можлс исследовать устойчивость продезса вйчислеьия к

цлентов й-к _не_в пс ^ледовательрости ( (^-, R^- ), с в послед^

(Xjft У^-) (см. формулу Ш.3.4). Шюргуллруем ь

у процесс устойчив и при достаточно малых п^жах.

\\ Г j|_ .. верна сменка



- 205 *

Эта сценка щжгсдва, в частности, доя методы конечных элементов*

Дополнение к глава Ш

В настоящем дсьолчея и, написанием В.Б.Тахтшши излагают*

ся результаты некоторых работ дошедшие лет, кссвящеяша сцоя-

кам аппрспсимедиа для решений односторонних вариационных задач»

отличннх, как правило, от простершей ясддчи» ияузпкой ) датой

главе. ВрпСлюиенпие решения в эаих работах сбичло строятся ло

мкэ.

D Дополненли приняты несколько иные т<зрш<п а сбоэгачо

чем в основном тексте гл.Mi, ОоОо.:епские пространства \\^:
обезяачаг^ся соответственно через J-)K в с\0 • Множество *сгг*ад*
чентй обозначав гея через Х- » ^сли ограняч^тельнов уолоьиа имеет

вид U(X)*X(£) иль i^@&)^ #(&), то шюжеагво ограничений назн-

вается преоятствле^: рааллчах»тся ярепятств^ в области ш на гра-

нще, р завасимести от юге» где выпенлется упом^яутов неравен-

неравенство. Даяее, 00 означает точку евклидова лроот;>анстйа; функций,
ьадак!лг в области евклидова простраяства» чаще 'сего оОозгача-

ются оуквамл U- иСГ . Задачи, как правило» форл^ул**, уетгея в тер-

Miiriax вар-'адкиля'а нерах ^нсть.

1°« В статье «елка [1] рассматривается плоская задача о

препятствием в области, фоть A< R^- иыдуклая область с р

цей класса СС . и (по повтерявдимоя индексам щюязводитс^

штроьаяае от I до 2)

где "

ч

Для ХеЬ^(Л)раосматрйвается задача сО отыскании такой

ГД6
« г ,,<-,.

почти всдцу
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JJgti первчисдб£Ш£& предположениях решение задачи принадлежит

к класс; ft(Q) 1см* Брезио и с&акдакья [!})•
Двя вгиб^лжеярого решеягд задача (*ЩД) примы дется wfito о

жуо*чно дюм&шош воох знатными функциями. Пусть п^- вшоавнш!

в<0 многозподьнин, длины агорой которого не превосходят к .

Этот ыногоугодш: ас раз&ьаатся il. треугишшки ее сг эронами 4а«

^Р«в V^ оСозяачш* лроотравотво функций, заданных на Q(M не-

непрерывных, куоочво дйнейише к рагяще нулю на U\Q^ . Мл вся-

всякой функцяк IXС С (И) равней нулю на дп , обозначай через t/j
ее интерсолянг, T*c»t функцию из V^ * совпадающую о lr e верши*-

вше траавгуляции. Прнслйженяое решечие за -ачл ulii.I) определяет-

од как рэчекяе ъгщчъ

x
в У^-^ триангуляцаа] . Ира некоторых

ошкеаьяого здесь варианта ЖЗ устанавди-

ваетоя оцешш ^

W^Cfl)
Я ped'Jte [2j Фадк обобйоаж результаты работы [ I] на случай
сукдой обдаст Q^Ra • Дредподошй, что i)I]C С и ш

ear лишь ковечьое число точек, в которых краэйзна меняет знак.

Тогда оценка (лив) шы^ежве^ имеет месте»

;
2°. В статье Скаршшл к Швадьди [£1 рассмотрена шоскаа за-

задача с цревятоФвяш иг граница, фоть Л^:^ - знзоукдая ограни-
ограниченная обдаохь с гравицей класса С » Л(^^СУ ) блшанейвая

форма, т$осая п, .сек в juI°, $£.19{Р$, Ч^е Н2Ш)
задает (Ж*1\ so о.друтт пг^нягслшем, нмеячо,

DC^{tfehto:tJ^^aa ЗД].
(one* Бречко [ID» т/о щт указакыа усдозаях реш&~

Я ^иго р^шеьгя за^чя 1фим*аек метод, бдчпщ^ к

яЛ°« Ншош в Л ;4нг^даоацьшш i}ft, дданы сторон которо-
которого во flvea»ocao?ur п. • йаво^ьвм Г2^ аа тосугольешл. Обог

l Н2^С} уз. jb, через
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• [JT6+ I* •*.. JTJ- юцексы гоашгаш* ззшош; own* уаш обоэ-

аачим через Ofy ; лолоыи еще I*I,UI« . Далее, дус ь Г\

Вея Т^ - *реугояыаш оо стороной (х» »X^j . frCl^ ► to

обмлртеиие $U£., рвооматроааетов как крввсшшеШшй ълт*ят.

Через Ф (&),£&0. * i^I » обозратева в^лферыаилл вй
функция» линейная на каждой треугольнике шш кряволшейнои
менте» равная едшяхце в умле 0Tv и нулю во всех остелышх

задача я^еет вид /Ж.2)» но 3Cj^ одрвделяегол форму-

и условия гегул -риостд йспольэиванного ЖЭ верна

3°. J статье Брецпн, Хагера н Ра^ъя^ [ij рьсоматриваетоя
конечно-элементная аппроколмапдя задачи о препятствием в обдао-

тк или на границе до некоторых
^ шшейннх форм*

Задача с препятствием в облаем отанится в форме

(УШ>8)

-десь Д - ьыдуклая оСласть класса С '

;

Q^ - ыжсажий в Л многоуг^льшш со сторонаьи, по

ялие не превосходян'ямл п , й пусть этот много-xUu яаг рогуллр-
*:цм образом трпап-улирован. ^ля каж;.;го треугольника триангуля-
триангуляции Т^ , прялега..4его к dfl^ . построим *^еугсл1 iL% Тт зер-

отражение треугольника ^ в его сто^ ае, п1
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• Цуоть Я;¥ * UT/ • Ьудем очитать ft, настолько малым,

(-%U&L 'с^ • Обозначим через il некоторою область, оодвр«~7

Я& э Q.L, J Rfe ^Рй ДкЯой достаточно (лалом h^ а через V^ » множад

гво непрерывных к^оочно лиийных на H^UR^ ФУ** Щ* /ДР°
реденае tl^bf(il) зидачй (УШ.7) дс функции ЙС Н (Л).

f Фу .
- иятерполяяты *ункций М z Ф соо'А'ввтотвеняс на

* Лнок^отчо Л-^ сареде^^лтся а-едующам сОр зом:

^*«tt >Ф в уздах яа iif, ^.""Ц м ^'4^dj
решение Щ^ определяется согласно (УШ//) с замена!

ifC ^ %h • У^танаш1й1}аетоя оптилшлькая по псрддку оценка ш^4

решноош

Нарму о кусочно линвйннмк координатными фувкщшш душ

решения
• задача (УШ»7) применяются также кусочно ><

фукк яи« В этом олучав» в поедположении» чгс точное

рс-шяие U^- Н^& СП)й ycTaHfiBj^nBaeTvn оценка
7

*ха о вралятствием на граклце также ставится в форме
но % определяете формулой ^[ l

Y^ оцродайяетс"- оледуищш образом. Если Л^
то 1Т^ непрерывна и к>^очно лаяейьа на fl% ; при этсм, еоош

Щ
ь да^ьсм случае -J

( 31?]. .

вдое рыа^чкв стр^хгчш .ак ред'еше задачи \УС*а>. в kc-v

гаиеасгэ яа %fa . в ярвдаодо^ешгк» что точнее ретешю',
» a ^f^W0 »toi3U Ш e овобод^ал vparaqa c-0^

оцм^а погрешг'^тд ад роксачнош: ,

OCfc) (ушлг:



Таким образом, при более сильных ограничена** ли рыммше

получена более высокая по пор,*дку оценка ьогреишоот* и

ни с работой Скаршшв а. явальди ['].
1°. j статье Наче [I] ^асо:4атриь*етсй задача о минимуме

5fl
на множестве $ ш| U ! i^€: Н0(Л), f4X почти ьоюду » п) *

L iiwCb D^l^a - ocUa< ^ь с достаточно гладкой ^SIWC
- заданные ;унк^ии, ,

^тсд рзгул>фяал триа* уллда с шрамлтром fv ,

=.:ти П й строится npocTiaiK'TPo Sfv непрорывг'и аусЛ1ии линейные

f/L.!.1' г^л^л.иеяяая за,;'1ача состоя, в .линлди^ащ; j 4у

1( V ) на ^яожAотвв Л^,* Цусть U и tift. ^о "в. итьа

нио' рошение* 1^тш ис\^СЛ)» То

оценка погрешности лш*-о

"(« С>0 Ht! "ШВ/ЮЙТ ОТ ^ •

5°. ;s статье озтельмана [ij ^сг ^трй^а^тоя ; дача о

мтст1м«.4 и осласти зд ней .-и,.^ j яеквадиштач! 'Го ^у

чЮ ГЛ * СЛв ^ й
X

nu^iHuue Фуякд^ш, причем

лссматрл1*иет i задача о

а множеств» % %

-■означь

vp ,
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era последняя anпроке чаруется по МКЭ с кусочно лияейчылщ i

дйчатнымн функциями* Ц ть

7

МКЭ

Ооозяачлм через

p^ сямшгекоы разбиения н через !}•- объединение рТ # ^
rt обозначен ь раметр, которого не превосходя1; хпйны реб1
шгб. job П * Предполагается, что внутренности симплексов

Перес .аются,
'

что кажд.я грааь любого симплв!^а либо 6

грань другого симплекса, либ ее ввр^чны лежат на 3D .

Vt оОозначенс пространство функций, непрерывных на Or и

лык на каждом симплексе Т^ . Обозначим еще черев X«Л^ n

Во узлов but» Дусть

Пряб^..женное решение 'Т^доляется как решение следущей

в предположении» что

втея г -ошса погреишеотн

%
С Л) ,

а

6°, В ра'^а 1^ов1шскогс и .tiappoi [i] рассмотрена

задача. Дуст? 13 - выпуклая область в R^a p>JU
найти что

\t - с*, (ейство конеч!. верных Qoдпi:JCTpaнcтв в

Приближенное решение задачи ("Ti.16) определим ак решение|
чи
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зад (УШЛб) а (УШ.17) имеют еданствеквыз решения II и U^oo-
ответственно (см., напоимер, 'ясно 12} )#

1

Пусть Et(W) «Iw ltt-tt'll,*.(O,n» . Уотаяимиимияо' оледу-

ae оценки дсгрешности аппроксимациигоценки дсгрешности аппроксимации

гд- С яе завиоит от v «

Оценки (УШЛ8) улучшены работе Тюрина [2] ;

7°, Цусть il - единичный квадрат па шк :кс,ти| 1} * [ofl] x

х[о,Л; r,i й аддны функ щ Uo , \f0 , прячем uo4Ue
ДУ и |l|

В работе Скаргошя [Ij рассштриваетс , в "ioTnoo'i^9 проблем?
оценки приближенного решена., дут задачи мишшиьицда

i.Jj.20) на множвс; э
-

(Д почти *,.« )
1(усть IV - точное решеаие. Еоли |eLp'(fl)j Ub,fteWp'* СП) •

^- Х/(р- I), тс ti^cWp* (Д)(с . Эль Колли til] f \оодо [J1 ).
isycTb U^

- г йближенно» реше te, получендов по ЩЭ пг'* куооадо
•- шейных коорди^тиых ф; 'кциях. Докаэывь-гоя, ч^'о

С не sat *>ит ot v .

^. Статья Эадиотта U] посвящена оледущей задаче, Цу

Ш. что



ы-, «го го и,

v)A Vtt'W&$> омО-[ wrd$t JcUfl). (т*Щ
*Q Jfl * %

-'

Сдесь <L,$ - положительны* постоят, в,

j
а функция Ф определяется форму ой

!^,^ dlft � L - положить ьяые посто>'шы«» А+«

Существоваяле и едиисп яность 'шенжл задачи

ду^от г" общих теоре... (см, Лирнс

Задача (Ш.22) аппроксимируется по ШСЭ с кусочно л/яейп

коорди ТНЫМНфункция:^. )бласть й покрываетоя семейством X

треугольников, К - наиболы, л из сто^юи треугольников. 1^сть

У* - пространство непрерывных кусочно лйнв&шнх ч-ункций, jjubk

нулю на ЗЛ • 'lepep ^^-V^ обозначается иятершляят t;'i

по "злам триа^ляции» Обозначим еще

Ц ^ACT)j <
где КО*) есть гшощадь i эз ^ольчика f i a ^ есть значение

дни \И в 1-й вершине треугольна Т •

'

скалярное произведение

задача ставится так: найти }>уккш1г U^cVt t удов-

удовлетворяющую х окретному вг "ши^онлсцу ;;- ^Вснству

(УЬ.24)
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задщчх (flii»24) оущвстауе* * едя. ;гвеяло« Црк й§-

которых првдшдохвшмх о с»ойотшх тучного решвши уста,

вветоя оледущад оцвк..а оогрвшяостс а

где С не завысит от К .
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ЛАВА IX

состояние по Сен-Венану - «Иизесу
и ХаирУ - Карману

Как хорошо известна, впервые математическая теория шшсти-

t отнятая была щ длолена Сен-Венаном в 1870 г» ^га те-

теория давада ошоаяхе одастического состояния ь уодовши шюско!
'

дефорирцюц на трекерный случай ее распространил «Д»Аевк б том \
*е 1870 г. Б 1913 г* Миэас, предлож&а описывать трехмерное плао-

■'

мюаокое ^оотоянке уолс шм# близким к уоловаь Сен-Яенана я *

to же время значительно более простым. Как выяснилось потом» ,

условие Ntes^oa wt п простую » ^ханачеокую трактов^,. „ я плоо- \
КС деформации уравнеиля Сеп-Венаиа и Мязеса совпадают. |

В Т909 г* Хыр и Кармь.. одубдиковада вяриацаонн 1 пршцап, $

швволяюацИ ошсивать напряженное ооста .Шс в упруга-шшстичес-1
т-1й ореде, т.е , в ореде, чаьп которой нах^читоя в упругом соо*й

тоянив, а оотадьная часть - в ппастичеоком. Цринцип Хаара - иа-|
ри*ви.о^равтоя на у&г^аве ал ггичности Сея-Б лава - Левк, но ■)

аналоггйчный прхнщ* очень легко оформудироватьу исходя из уо~ J
ловйя Мшзеса*

ч

. 1
юследотвии выя^ншюо^, что явление олг птичеокого юстсхя- '|

шея значительно сложнее и многообразнее,и что уравнения Сен-Ве-

Н9*л - Ледо и М^-еоа описывают т 1ько ак называемое хюастичес-

кое 1:еченаи. В этоы гшая^ одь^ет прежде ь.зго отметить работы

Хелкн, фандтля^ Драгера, Ходжаг Хилла, Ип^юшина, Качанова к

рдда других авте. зв«

Ч вастояшей гда^е мы рассмотрим некоторые кз задач» к кото-

рыч ярвводнт пр'шцил Хаара * Кармана. Как мы увидем ниже, эти

задачи лод^адят под схему ( Ш..Л-2), , I мы дад сблегченяя
сгчдой формулируем ушвнени" Се> Беиана - .^ва р ^взеоа и варн-
ационнуй прднттчп Хаа^а * Кармана. В § 2 ^осматривав*: я задача

i цилиндрических стержней, в § 3

плоская дефог^аца^ i j § 4 - трехмерная aa^a4f yn-
тическегю состояния* ./ы г ^е" заник гься в зтих параг-

сд^*чш«леы усвойчяэостн точных рвшеии перечисленных
аадач с iooaтeль»o ма^д as Mi.Jk f .ь^лх г оценкой

rta jpoKCBMaoiiii и нокаяе^"!.

5 !� Уравнен* . Се^-Венаи^- Леви .. :.1извоа»

ирвдцип Хаара- -
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1°» Тензор напряжен^ будем обозначать таи:

ч;

Если A a (X , У f i ) есть вектор с ьамныс опт то в ;остояння

тензор на стяжений удовлетворяет уравнению

AХЛ.2)

или, в более подробной эаписг

ШЛ'3)

индекс за косой черточкой означав-' дкффереадф ание jo ooot-

Рйтотвутошему направлению.

лектор смещали буде* обозначать че-^8 М ■*(.&#, Г ,и%)}
вектор скорости . смешений - через \J » так что >/« U»
-

A1хд, IVt ? и^д). Гуд? о-штать яв-[>ор«йц»р» и их скорости

жишо ишсать так:•лалчмя, тсгла т*чэор когостей

(IX.I.4)

у.
Главные нскыальные ларлженкя обозначим чеоез V
суть корн^1 уравнэяг

-

«я

Т».

1ф =0. (IX.I.5)
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касательное напряженка равно

2°» Ce.i-йвйая [i] офо; «удяровдя уоловня пластичности и на*

падал уравнения пластического coctghjw для случая ыос ;сй Щ
формат* $ в «том случае напряжения к смещения не зависят от о)
» ^й «а координат, окажем о, X , и ut« txlt »»%ц% ш °* Одда|
hi главных нормальных нг ряженки равно %%% , а мотальные два

равны '\

Or ралоь иа опыты Треска» Сен-Ьвнан фогмулирует лвду
п стического состск-ня;

!• Наибг^ь" >в касательное напряжон?^ в тартическоы соо

ест*, величина постоянная» характерная для дш!нсй ореды.

Свн-Ввиан оС чначаат в.у посто.лную буквой ^ # j&j будим на

ва«> эту гипотазу "ус ювием штстичкости Сен-Зенака**.

П. lifiправлен, j наибольшей скорости ;олы*впил ссрцадает о

напраиданнем наиСоль1 то кг-лтельного напряж.ная.

Ш. Вещество в пластическом состоянии несждоаедо*

Кроме г-их h \о орорыулйр^ванлнх гыютеэ, Сан-Бднан оодь»

етоя ощв двумя неоформул рованныш гаш^зама;

1/»^ лржат межд>' главкома напряже зямд (D 1*7),

У. Произведши ш координатам от слаещенмй и скоростей
{дев* малы,

Первчитаин $ ?шг"Г$зд врквода? it одецукщям лздвдешиш О*

сткческога оост^шшя в йж©слОи
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Уравнения (ПД»8) суть общие уравнения равновесия ыеханшш

сплошной среды, уравнение AХ,1»9) есть условие пластичноотн

Сён-Венена» уравнения (ЛЛЛО) а ЛХЛЛ1) соответствуют wino-

тезам П и П.

3°„ Уравнения теории пластичности в трехмерном случае полу-

получил Лева [Д] на основании условия пластичности Сен-Веяина. Лева

сохраняет гипотезы I, Ш"и У С&н-Венана. Гипотеза 1У становится

ненужной, гипотеза D зиленяе? ч следующей:
Щ» Дэвиятор напряжений и текзор скоростей деформаций пр>-

йсрциснальни^.
Гипотезы Леви : ри?одят к апедуюоиш уравнениям гиастическсго

состояния:

каллг)

= 0.
Условия шшстичности дает уравнение О

$&f$?A6-(M&c+ffi

Здесь п, b 7 С - коэффициенты уравнения

V А1

(ил.та)

AХЛЛ4)

корни которого суть главшг нормали е нядряжеакя
"

уравнения^ AХ.1Л2-14) оденет до^авитт
№вновеоия (П. 1*3).

Заме^ам, тщо и апосгссм идучае из уравнений I
Щ пользованная Сен >Вен&но« ткдйуреза 1У* Б сшон ла;:ег
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случае \У%**0 r^xfc **\% ~^ , уравнение AХЛЛЗ) дает
« -U(./(, а из перрого уравн&ния AХЛЛ2) следует тогда

и (Ъ$$+%и V2- Гипотеза 1У вытекает из AХЛ.7) а юс

ного неравенства.

Замечание.» Уравнение AХ.1Л4) ддно в книге автора "Осно

пае уравнения математической теорьы шшстйчности'\ изд. АН 0

1934. В статье Леви CI] дано другое условие, по всей видсшоо

ошибочнее,, так как из него к* вытекает условие Сен-Веиана щ
шоской ?йдача* В сборнике "Теория пластичности'1 [I] дан пер
вод другой статьи Леви, в которс4 дана еще .дна зашоь уело©
ппаотичноохи. Автору кажется, что эта запись также ошибочна^
потому что размерности олагаемых в этом условии неодинаксвы<

4°. Коротко изложим теорию Мизеса [!]• Существенным ее 6
личием являйся иная формулировка условия шшстичнооти. fiyctf

% г %% t 1^з -^главные нормальные на^рясхеция,

так что

принимает следующую гипотезу» более общую, чем гипотез

Сек-Венаыа: в штоткческом состоянии напряжения остаются на

деле упругости г в пространстве координат t{ г ^г г %ъ преде!

упругости представляется в виде замкнутой кривой, лежащей в

окссти AХЛЛ6) и обходящ^Л начало коор^шат.
По Сен-Венану \^\ I ^% , I - I, 2, 3. Эти неравенства oqj

деляют в цроо^ренстве ( %А , %>г , %>$ ) губ, который пересекаем

с шюскостью (ГХЛЛв) по правильному шестаугольнику- .vtose

дяожил заменять куб Сен-Венана сферой

V*J+*J-2#'8. 3C'= const.

Уравнение (IX*I»I7) легг*о преобразуется к ^ид^
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■;зличшш Xi называется интенсивностью касательных напряжений,
В условиях плоской задачи %^ - жС^аГ^чф +^if >

условие гшстичноотк Сен-Венана будет подучаться как частный

случай условия Мизеса, если положить

::рл этом условие Шзеса немного упрощается;

* %^=% . AХЛ.20)

Остальные уравнения теории шшстичоского состояния по Миэе-

с* совпадают с соответствующими уравнениями Деви»

5°- Тариациснный принцип Хаара и Кармана был опубликован в

статье [I] этих знаменитых авторов в TCQ9 г», до появления ста-

тьк [I] Мизеса^' естественно, что этот принцип был ослояак на

условии пластичности Сен-Венана. Однакоf принцип Хаара - Карма-
Кармана легко формулируется в терминах условия пластичности Мизеоа*
а в этом ог.учае названный принцип утверждает следущее.

Пусть среда» заполняющая область Л трехмерного Ыш дву-*
' рного) пространства* находится в уцругс-шшстичеоком состоя-*

ниа» Д.хя простоты допуоташ, чт^ объ&ые силы отсутствуют, так

что вектор Ж- = 0 и тензор напряжеЕШйТ удовлетворяет одвород-

шу уравнению

V/(T) - плотность энергий упругой дефоршциш;, виражешш»
в терминах тензорь напряжений Т - Тогда з.упругс-пластическом
-оото.чнии этсг тензор реализуем мияицум

а множестве симметричных теазсро! Т t Удовлетвор^лаакх.
*лм условиям:: а) дктеграл (ИЛ..22) конечен; 6O удовдаор*
<2 иснмг AХЛ»21^ к известно краевым уодовшои Коша» osa. -

что лгг^стан ..нешнке силы, дриложанше к : ^ацаде обдао-

; в)Т удовде*ьоря«« f ;но

X'v - кктенсчшость каоахэ^+ьних вапрджен:^ теню^ '7'1
статье Хлара я Карана [I] дока?нваег-сл й?
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теэрема,. из которой в частности следует: еслиТ решает

лированнуго выше одностороннюю вариационную задачу, то в каждой |
точке облаоти 1} удовлетворяется либо уравнение Эйлера мл фун-|
кциснала AХЛ.22), либо уравнение.%. «ЗС (?,е., условие плас--|
тнч^ооти),

'

j
Следует г однако, иметь в вкду, что в плаотической зоне дол-:$

жны выполняться также уравнения, содержание скорости деиюрмацкй4
- так, в трехмерной задаче должны быть удовлетворены сравнения |
AХЛЛ2-13)* Поэтому йс оущеотвовения решения вариационной за- jjj
дачи Хаара - Кармана еще не BUTvKeeT автогльгичеоки существова-

существование решения задачи об ynpyro-шшстйчеоком соотоянли.

фкапип Хаара - Кармана тесно о^зан с извеотным принципом

Кастильяво о TPtcp: л упругооти. Напомнши этот последний цринцип:^
зсли тензор напряжений реализует идинимум функ.даонала (.IX*J.22ji

при уоловиях а) и б), то этот тензор реашет задачу теории упру—'j
гооти при кр&ейых условиях, упомянутых в б)* Таким образом, фо-

формально можно получить принцип Хаара - Кармана из црикцкаа Као*

тильяно^ если потребовать, что^ы функционал .{аотильяно AХ,1»22'
достигая №шщ№ на мномеотвз теггзоров напряжений, удс^етво- ■

р^юсщх на только условиям а), б), н и условие в), т.е., нера-

неравенству AХЛ.23).

§ 2. Кручение стержня.

1°» Цроть нопмальное сечение G скручиваемого стержня есть

конечная а, в общем случае, многосвязная область плоскости

(&r ty )» Есл-х стержень в*.сь находится в упругом оостсянии, то

отличные от тождественного нуля напряжения %х: -^х2 и % :

"T'i удвлетворягот
«-««——"

СОЛCV,у) = 0 , @>,y)e3G ; (ix.2.2)
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Здеоь V - нормаль к 0G » 'flb * момент вк .шних сил, прило-

приложенных к основана» стержн i. Если стерчен:* находятся упруго-

олаотическсм, соототши, тл уравнения AХ.2Л-3) сохраняют силу;
уравнения (IX.2.4) остаются справедливыми в уцругой зоне. При-
Приняв,что Нс(Гфяжвняя в пдастичеокой зоне удовлетворяют условию

;;ек-Венана (уравнение (IX»I»I4)) или уравнению imeca (jX*l.2Q)p
vi;i должны заменить в пластической зоне уравнения (IX.2.4) рдшш

уравнешхем

Ч+ > *$ - (IX.2.5)

Введем ^едгильбертово пространство элементы которого оуть

векторы Т* ^х *- % ^ удовлетворлющке уравле; :w (БС,2»1) и

кг^аевому условшс GХ»2»2)^ норму в этом пространстве зададим

наше пространство в метрике (DU2.6), тяучим гильбер-

гильбертово гфоотранство,, которое обозначим через Н • № элементах

з-"иго гфо^транс сш будег говорить г ч^о они удов»>хетворлкхг (в о^~

обменном смысле) уравнониям AХ*2Л-2).

Бели стержень находится в упругом состоянии, то в силу прк-
нциш Каотильяно задача кручения равносильна задаче о минимуме

функционала (IX.2.6) Ьа множестве векторов, удовлетворяющих

у;>авн8Еяям Ш„2 1-3) - иначе гс:. лря? на ийюжестве элементов

Н, удовлетворяющих уравнению AХ.?.3)* Цустъ ~Ф = ~Щх$($ ъ) -

какой-нибудь взйтор из Н г удовлетворяющдй эг*юму уравнению^ П>-
лэлшм ft + f = <э = (d&9 <э&). Тогда <£ удезлетворяет одно-

однородному уравнению

б

Обозначим через Н подпроотранство тех элементов из Н » ко-

которые удовлетворяют последнему уравнению» В силу принциш Ха-

ара - Кармана решение задачи упруго-агаотического кручения за-

решением следующей односторонней вариацьс янсн Еада^зь:

^1114 DCJ;
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it Hi - sup ess

2°„ Последуем множеств,, jli, определенное в с^рмулах AХ#2.8),

При больших по модулю значениях *Щ{/ оно будет иустым, Дэйотви-

телыш,

2 2 2

уцруго-шшстичеоком осотоянш tx + TL «$$ „ поэтому

чао1*1* последнего неравенства есть некоторая постояв-

каяг аслн в уравнении AХ»2#3) iWI больше это/ достоянной» то

Jk пуого»

Назовем момент ЗИХ' допустимым, если ему соответствует HS

ъ >е вшожество (Ц/ • Измегаш в случае необхода^лости ориентацию

О'-ей коордшши» можно считать, что ЪЬ^О Обозначим точную

вирхкюю границу допустимых моментов через W/ и докажем!, jto
множество допустимых моментов^есть либо отрезск 0 4 W ^ Ж >

либо долуинтервйл 0 4 W < 1% . Достаточно доказать, что пос-

последний гадуишервал содерскится в множестве доиуст>1мых моментов*

В любой лечои полуск^естности точки 23V с^дзржится хо^й бы

одаш доа^ошлый элемент: %Ъ , '''му соответствует по крайней мере
сдан вектор T'=* ( % t%L \ такой, что

Шлсшм 't" ^ЧП/'х/уС . .огда

i

Васледаее еослтатеш г означсет, что множество Jw
, ксторсч, I

'~ллстде#зт моменту $R , оодерккг элемент t и_ потому не *^
Эхам а дошеанс, что полу'«штерв&я С^Ш? < ЪЪ содерсы.!^ 1

■

^

теперь» 4*4v ь& лееэтвоД , отеделеивсе фориула'.'и. У;

» ааикку^о в норме I' I . Д/сть Т^= ( г^, tft ) - во-
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Докажем, что t^cU^. Из сходящейся вН последовательности [%п
можно выделить гтодпооледовательность (З^ } > сходящуюся к То
почти всюду в G • Так к«:к Illf^lll

"

Щ ^ x^^t^4-^ ' то и

SttpVi^+tJ 4 3v почти всюду в й � ото и означает, чтоТ^еД'
а. следовательно, множество Jit замкнуто.

Из известных общих теорем (см* § I г.;.УШ) отдует, что за-

задача AХ.2»8) ъмеет однс *л только одно решение*

3°* Задача (IX.2.8) есть частный случай задачи. (УШЛЛ-Я),
з которой^ честности, следует полошть ct-X •

О 4 W < 'Ж' г тог как мы Елдели в ru2°, в миоаеотше

вует элементг полунорма которого меньше %• . Примем этот элемегт

за ^ » На сснойанш результатов § 5 гл.УШ можно утверждать еле-

Решение задачи'(!>..2.8) устойчиво откоситольно шлых возме-

возмещений ьекторч Q> «с постоянной плаотичнорти % 9 волу крутяпгй
момент лежит в полуинтервале 0 -'W<33t,

Цусгь момент W заменен моментом Ж- г мало отличающимся

от W, и пс-прежнему лежащим в полуинтервале [0» ^)* Если

моменту ?It coo эетствует вектор п , \\\0[\\\ < % » то моменгу

'ffl/ можно привести в соответствие вектор $' «33t <j/JH/ ; если

W и W достаточно близки, то й'^Й <% • я величина ^f
чостаточно мала* Лз сказанного Еытекает следуйте утге

Решение задачи AХ*2.8) устойчив относительно малых возме-

возмещений крутящего -моментаг яе выволдсюс из полуинтерв^аа [О,
Ни:*е глы покажем, что при том аи; условии 0&WW

ние задачи (IX.2*8) уотойчазо относительно маише изменений об-

облает;. G ,

4°, Для последующа ссылок приведем некоторь'З аавесяаые фех~
ты теории ^хгоугогс кручения стершей.

Ц/сть область G- ( W + 1)-сЕЯЗная. Тогда dti состоит аэ

tv+ I овязныч компо«ентг которые мы обозначим через 3G» rj =0.

I,- • »9-tV г через иис обозначим ту кемпечеиту, которая "ограни-

"ограничивает область G извне. Обозначим еще через Qi * j - I» 2,-#

.*rU i ту область, которая извне ограничена конгуро. 0G: •

Цусть Ge » G UG^ U .. .- IJGIV ; Go ^JTb кс вечная одноовязная

od'ioTb, ограниченная контуром 3G0 - Ло*но опрсделить Се ка^

одноовязную область, зедержалую область G .
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Уравнение AХ-2Л^ позволяет вв^с^ы так называемую Функ^У

напряжений Праг^тля |

v~Jf'V~lr (Н
Из крае^лю уолсзкя (IX.2.2) следует, что на границе обдвотк,

функция Ц.акд'сяя удо-^летворяет условию ,;

^o (п.2.1
Цра изменении функция Црандтля т постоянное слагаемое наяда

кия пе меняются, поэтому можно гюложип АрО
Как видно кз уравнений AХ.2.4), в упругой облаоти фунщ

Цравдтля удовлетворяет уравнению Ity

Иэвзстна формула,- связывающая крутящий момент Tftl с

О}'- (п.2

; фуякгчю U на вок> облаогь Q v положив

(flt^'U' ) C(ij � Тогда формула (IX.2.I3) принимает бодсе гфсо1
ввд

бР. Задачу крулшшя можно )вести к эаришдионной задаче, 3

хворая ш фср&а облачна от з дачи AX^.8) • ?х>т скгучиваемн»

отеркетЕЬ находатся я упругом состоянии, то ^ада^ (П*2.8)
но- зашсаяь в 1се|»лгах функции Цре.ндтля с^едугсщ^гм образом:

*-\ к

s '"
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Это задача на условный мишшум; ш тесремь Эйлера оущеоявуаг

такая постоянная Со f ч-'о

£> - знак вариации; функция И должна удовлетворять краевому

условию гэ (IX.2.I5). Роли эту функцию продолжить на Go � ьак

о^ этом сказано в пЛ0* то уравнение. (IX.2.I6) цркмея вид

< б\\ [\VU/f - Uovi &&<Lf « 0. (И.2Л7)

Обозначим через °Н0 подпространотво пространства \V^(G0)»
образованное функциями, которые оотаютоя постоянными в каждой
из внутренних сслйстей Gj • Норму \/(G )

1Ы =jj ival

соответотввнво зкалярное пройзведвнле равно

Вашацооаная задача (IX.2*15) проводится к виду

гда Uj, , в соответствии о а^оремой Ф.Рюа, овредедяехоя товдю-
х'ВОМ

Цдоме&ш .фшщип Хачра - Кармана, ш сведен задачу тцруго-

пластиэаокого кручения к следующей одчосторогаей £ риттюнной
задаче;

llJl AХ.2ЛЙ)



- 226 -

Задача AХ.2Д8) сформулирована в статье Шизн Ланшон

При любом коневом значении Со эта защча имеет одно и толвдф;
одна решение» которое мы обозначим через Ц-Ц^у»^). В

а^е Лбилаон^ [IJ доказывается, что решение задачи (IX. 2.18)

летворяо всем дифференциальным уравненилм и краевым уело:

Гтгошшстичсокого крученчя»

задан крутящий иомен* W, то % следует определит^
из

конечно^ значки» С* соответствует по формула

AХ«2Л9) о^ао и только одно доцуоти ;ое значение W

как шдас из результатов пп, 2а - 4^» к&.дему допустимому

ченшо Л^из полуинтервала 0<^<?}1!соответотвуе5 одна и т

Ш * функция Правдагля, которая в упзугс2 оОла ти

вида (IX#2.I2)f ^"аче говоря» каждому допустимому

Л'ЯЗ полуинтервала [0fW) соответствует одно и, т

одно гоначноа значение 0о * и лри лю^ом значении Ж[)
н^ниа (П ^.19) амеет одно и только одно реш&ма»

$°. Займемся воцрооом оо устойчивости решшш задачи (

18) относительна шлых возмущений облг с и G • Наряду с

(IX«2.J3) ресомо'Грим такую же- задачу для отержня из того же

z ^о кормальянм сечением G , ^дизккм к G « Близость

G и О' олред&шм слэцуш^'м образом., Обозначим

и Д/ tlj/ докарфовы координаты в областях G и G осе

и дон^стам, что ьщвс 'зует дпеобраеоваРй^ к

S \ которое usa'wo одаезцачна шреводиг G' в G.. и G^ в

(здесь Gt - нанмен-^шал одноезязная область» содерадщая об

лвот^E ), щяпей якобиеьа матрица цресб^еовальд S имеет

I 4 Old), яф I - «дакичггад штрит, а 8 - иалоа похоже

Jp- як<,1кан преобразовг*Е^« S t

круадтя зщ обтоп Q мо^'
~

запгоать так
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Функциями, пост ян.чьш в каждой из овязиых компонент множества

G> G'.
В AX^2.20) выполним преобразсз* ше $ ; аамети*», что она

перезодит f^ з Т\о . Обозначая v'»(Jr у -МЛ

J((ttJ>^

В пространстве Нв введем новую норму t * I^ 'а соответствен
но новое скалярное произведение С ; 1 j ), полошя

^

функционал ци •aJJ^Ctf 7uAu№fy ограничен е норме

(IX.2.^^ ..сэтому ^ц » [U1UJ4 » где^-Ц - некоторый иле-

мс-т^иа Н, • Пкокец, обозначим через Д; ■

множество фуякшй
из Но г удсвлеаворякдах последнему из соотношений (IX, 2,21) ж

через Ijtl/llij - левую часть этого соотношения. Задача AХ.^*21)
принимает вид

_ ^
,

7е» При перехода от задачи AУ.2Л8) к задаче (DL2.23)

:ся ьсе шпаметц», спределлшме задачу: ?"емънт "k/e , нор-
норма |*| и множество Мш • /"скажем, что все эти изменения wssjoh в

смысле определена 5 5 гл. УШ.

Преаде всего докажем, что нораш I' I и I" if связаны кера-

веяством вида (УШ.5.3). Выражение под знаком интеграла в (iX.2,

22) есть квадратичная Форма отно лтельно Иу# и Щф ; нетрудас

видеть, что ее собственные числа шлеют шд \k= I +U(£),K=*»2.
: п. 6° было отмаче-о, что ^= I +0F). Из ск^заклог' следует

с.ущеотвов&ние чаьЛ постсяшю» 5< , затог\ь& только от 6 , что

^б^ ,0г( ^б^Ч^^О+ б,)* ; к» I, 2. \ i-огда
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Теперь оценим ьеличику Iti^-Uj . Рассмотрим разность ]

Из последнего тождества находим [UAMU,Uj,*lllJ *\щ\* 0F) ,'

и, следовательно, |

1и,Щ-щ)=1и,и>*]~ [МЛ<Ъ + Ш*\Щ\-0(ё). )
Далее, принимая, что С^-С^=О(£), находим

[u,uj См<,], -fcjjасЫу-iJJ u-

JJfiuo^)ct.xi^-1u 1-0F)

Полагая здесь а^Ц-Ц, находам ;

, С =CO>tit. Ш.2.24).;

Отоюда |ц!-|Ц,иС£ О + 11Ц1) в IU,UIUj +0Cfi) . Теперь;
то же неравенство (IX.2.^0 дает | Ц-о "U^Oitt ; существует,

следовЕтапьно» та^зя величина б2 , зависла;ая толькс от & , что '-'у

8°. Исслег"гя влияние замены множества Д % М _, примем

'

:

пока, что Q'^li . Введенные эдь.4 пространства Но 1Г Н^ будем %
теперь обозначать через Hs(pt) и Щб')» -'У.ккц&и класса Htf(G)^0*" '

определим в G^Go , положив их там равными нулю; после avcro у,

НЙ(СО станет подпространством пространства Нд(С) • ■/
Выше мы определили $ как г?еобраэование косрдичат; расши- ■

рим это ощ^еделение, перенеся его также на функции, за тине в

соответствующих ос5лаот;.., тек что если фух адя U(§r?) опредоле-

При таком определений $ .,ереводит Jfi/ в Д ; д кажем, что при

этом выполняется неравенотво (^JJ,5.9), Цуоть U/сМ1 - При этом
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lu-s ui-Ц itih

Первый интеграл оправа, в оилу условия пластичности Сен-Венана,
меет порядок 0F). Втгтой интеграл раьен

j4JJ (
G

Якобиева матрица преобразования ^ имеет вид 1+0*£->г стоюда

следует, что последний интеграл оцен/эдетоя величияой1Ш*0*
Окончательно, lt( S Ul1 - 0(£) + iiH';0F2)f IU^STuKO(iB>®
* ( I +ful)O(tf£)' Это значит, что существует величина 8$ f за-

зависящая только от 6 , такая, что Mjj*$$* 0

Из догсбзаь^ого в й. стоящем щт~& следует, что задача

упругопластйческсго кручения устойчива стнссйтаяьйс малых воз-

возмущений области сечения сгержкя, если возмуще яая облаоть лезкят

внутри первоначальной.

9°, IVctb область G получена талым возмущение^ области ,

G . но G не вкладываемся в G . Шстроим область G # кого ■

рая мо>гет быть получена малым возмущением каждой из области G
h^G , и притом такую, что как G f так и G вкладкваетоя в

G » Ло доказанног1у в п.8°, функции факдля U % U,', юотввт-

ствувдив сечение G ^и G' . мало отличаются от tt- функции
Црапдтля JuiH сече.ия G • Но тогда Ц/ и и/ мало раэаAча«г?я

мвжцу собой»

Таким обозом, решение задачи упруго-шгастичеоксго круче-

кручения устойчиво относительно малых возмущений сечения стержня»

если малость возмущения понлмается в г одела п.6° настоящего

10°. На решение . i. ачи упруго-ияастъкдското ^оучения ео-

те^гвенным образом распространяются результаты ^ 2 и § ь

хиким оо; i?0M если прибли' энно^ значение Х'\ иуккгуи Щ
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определена по методу Ритда (в ча^тнооть, по метод/ ко-

коных элементов) как элемент соответствующего подпространства
а ^(Х#и^) есть точнее значение функщш Г&андтля, то

JJ.
унпричем норма!'I и педунерадэ 111*111 соответственно оцределяятоя

формулами % сс % .

Ш «JJ|7lH«l»jjJlttlll-SttpeMl7ttl.
Погрешность искажения приближенного решелия 11^ (X,U) имеет

ввд O(V!irrJI +йб^И), где Г^- ио:сая;ение матрицы Ритца,
"

5°^ еоть искажение столбца свободных членов опотвмы

II0. В литератз'ре много i :име щн уделяется приближенному

решению задачи A1.2.18). В случае однсовяэной о.лас^и этот во-

проо обстоятельно изложен в книге Глошнокогэ, Лнснса я 'гремоль-
ера [I] : я^которые результат?? салержатся в более ранней книге

Черисусько и Белшчука [Ij • плучаю move вязкого сечения посвя-

посвящена работа Глованокого и Лапшой [ij , Оценки погрешности приб-
приближения в этих работах отсутотвуш. ^пруго-пластическое кручение
отержьей с односвязнш сечением изучалось как в точной, так и в

приближенней постановке г ряде работ л независимо от ъариацион-

ного принципа. Первой в этом ряду б^лв знаменитая работа Ua#№
(ом, Надаи [1J ). Интересные результаты были получены в этом

направлении Галияым [I - 2п. Отметим еще работу Лгрлива [13 -

§ 3, Плоск&л задача

1°. Вве7:м следую'цие обозначения: б - постоянная Гфассона
упругой среды.

- тегзор напряжений,

макегмальнор касательное напряжение, X и У - составлящиь

^j, Xv и У,, - соотавлящи, по: зрхнооткых усилий, ^

G - коночная область р олоскости (^f^), 3G -Ue8uj



граница области G > ЗСл - ее связные комоояенг*. Тензор- иайряже-
ннй удовлетворяет sayvpi G уравке аяэд равновесия

jfc^U-O, (ix.3.3)

а на 0G - краевым условиям

Если орт да находятся в упругом состоянии, то ею принцип^
Каотагьяно тгчзср упругих напряжений, кот эры", мы обозначим через

л
, сообщает шптьлы >е значенле интег^ду .

Я [0-26)CT^yVwl]cWt| (п.3.5)

G .

х

на «ноасеотве тензоров, удовлетворящах уравнениям (IX*LJ.3^4)« Ш

условию шшстячноста Оен-Венана> в тактическом ооотояшш з уо-

лор.иях плоской задачи выполняется равенство

**1 (IX>S#6)

а тогда, яс принцнду Хаара - Кармана, тензор Т^
ч ских напряжений решает односторонняя задачу о ишшмуме интег-

интеграла (хХ.3.5) ла множестве тен оров/"удовлетворяющих уравнениям
AХ.З,3-4) и, креме того, неравенству

^^ (п'3»7)

2°. Сформулитованодю здесь односторогшюю /ариацаонную
чу сведем к задаче вида (УШДЛ-2). Введем гильбертово проотрак *

ство R тензотюв вида (IX.3 I), составляете котс^х квадр^тичйо
сукйнигуемы *в U , с нсригй „

in -11! to-w^Wj^1 Aх-3-8)

■ Л coimmcTByi^m окадя^ннм проь^ведением, а гакжг додщхк>|-

paactaaH ovoro дрос/р^негш, образованное тензорами,

яоряпцимя од ородным уравнениям рав^Бэсия

К ОДЙО^СДВЫМ КраЛБЫМ y<WlOBTJO|
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Аналогично тему,, как это сделано в кияге автора £bj для трехмер-

трехмерной задачи теории улругооти, можно доказать, что ^пространство

ЯвН состоит из тензоров, которые удовлетворяют соотношениям

(Lu3.S~4) при подходящих X » У Xv * Уу5 уравнениям плоской за-.

дачи теорьл уцруг ота; в частнооти, феНбН, :

Обоэньоы через Hi * HI полунорму ,..

t ах.з.п)

Шлохвм Q «fl+V» г*в V ** произвольный тензор из п

Ы fЫ S^iif>jO , то еднестооонняя вариащонная задача пД° не-

раз ( I 2°) Б Ц|11||||<ЗСразрешима (см. гл.ЭТВ, 9 It п.2°). Будем считать, Ц||||.
Ъогда найдется такой .знэор VocH , что III ^ III <*% , где Q = 9 +V»*
Обозначает »V-^t VеН • мы приведем задачу п, Iе к виду

Воол^днюю задачу можно слегка упростить. УО^
олага^ше оправа ортогональна в .яетраке (IX,3.8) % IV"9 Г -

*1У"\/»1+ 131* • ЕЬстоянная величина lfl|* не влияет на ми-

нймизир^'ющай алемэнт V > и ее мотхно отбросать. В результате
задача (IX.3.I2) заменяетоя следующей:

V

оаау, :ак это сделано в п.2° §?, можнедоказать.что

Д задами vlX.3.I2) аашенуто в норме I* \.
граница области, достато-чо гладкая, то i-сновные задй-

чя акнейной теорич можно свести & интзгральаым урашеншзм,фх лд-

эааыи oafc сиьт^ляргчм} * ^дробно ort1 эт^м ом* кнщ»л ^схелиы-
[13 автора [1*6] , Кудрадзь и др# [jQ . Несложна анализ

из уравнений локазыаее^, тдо д^и дсд?.с^шдаы выборе в0
реп:аа?»й вте^ю краевую

м р метрика С пс отношении к

обзешых н 1ювв>^шоотяых сил, а такке обледаг.. заья-

Ошраяоьна »for факт, ны сделаем ледувдве д^пуп^енив:
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подходящем выборе метрик доя объемных сил и при по;ц одяшем опре-

де лт% малого возмущения об* яи G тензор напряжений ^ устой-
устойчив в метрике С (G ) о" ооительно ч*алых возмущений переч лен-

ленных параметров; очевидно, при этих же условиях тензор Q устой-
устойчив в метрике AХ,3*8).

л

фи малых возмущениях тенз- та ^ anj неизш .ном тс зоре

Vtf тензор ^«Q+Vo оказывается также шло возмущенным; неравен-

неравенство 11ЫИ< % при этом сохраняется. Отсюда с \цует, чт~ тензор

(^ устойчив как в метрике С (G ), так и в метрике AХ,3.8) от-

но^дтелыю малых воз; ;щений внешних сил и области.

Если малое возмущение ис ^тывают то ко внешние уошшя, а

о^таоть G остаетоя неизллнной,
^^ аяемг-т Vo и метрика AХ*3*

8) остаются неизменными, меняется только мнгчество JL * Из ре-

результатов пп, ^°*7° * 5 гл.*о1 вытекает тогда, что тензор наг <ь

жений, оешающии пдоскую задачу уп^, .1о-шшотиг1ес1^го состояния,

устойчив относительно ьгалых возмущений внеш^чх 'оилий. а также

относита^нс м^лцх возмущучий постоянной илаот! ностй DC
3°. досмотрим вопрос об устойчивости решения шюской »а-

дачи упруго-адастйческого соотошшя при мал"* возмущениях обла-

области G . г^удем пред- шагать,что эти кнэ^щашя во всякг случае

удАлетворяют требованиям, С({юрмулирован1шм в § 2. Временно
. ^едположим еще, что эозмущзнная область GcG.

Об? кты, связанные с о^пасгю и , с„дем обозначать те»и..
жл символами, что w аналогичные объекты, овя^анние с областью

Ь , но со штрихом сверху» Новая згдача равносильна оледущей
веркшционной задаче;

lV-V>«Hn, Veil'; Ji' (Ц.8.Т4)

Введ,.4 т рассмотре. ш преобразование S § 2. Объекты, по-

порченные в результате э^го црвобраэсва^ и, бу, м отм^ »ать ин~

дадсом I снизу* ^ частности,

(П.? 15)

якос^аа пре Зразования S * Из овойс * этого оеобразо-*
ваичиГк ив форцулн AХ.З„~ л лет натекает, что нсрма |а14улов-
лв^воряг** нерав^^с^вям да (ЛВ.5«3) и (УШ.5.°\ TehwOp Q по

премлолсханию уотслчив относаг«ьао нал возмущеяи! области Г* ;
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отсюда Теперь легка заключить, что такой же уото.ливсотью обла-

обладают тензоры (J и Vo» Из результатов § 5 гл* Ш следует, что

тензор напряжений, решающи пясокую задачу теории удругс-гшао-

тического состояния, устойчив относительно малых возмущений об-

лаоти, еоли возмущенная облаоть GCG • Последнее треби*ание

несущественна- ст неге можно освободитьоя так же, как ь п.9°
§ 2Ч

4°. Для шоокой задачи vnpyro-шгастического ооотоянля вер-

ны оценки погрешностей аппрокегшацил и искажение аналогичные

оценкам пЛ0° § 2. Мы яе будем здесь останавливаться на этом

подробнее^

5°» Поставим вопрос: при каких обстоятельствах можно утвер-

утверждать, что решение апоокой задачи упруго-шшотического состоя-

состояния, полученное из принципа Хаара - Кармана, является на самом

доле решением этой задачи. Do амс" постановке задачи, тензорТ
упругих напряжений, полученный на основе этого щ-лныпа, удов-

удовлетворит уравнениям равновесия AХ*3.9)(мы прииклваем лля про-

простоты, что объемные силы отсутствуют). Далее, как показано в ра«

Соте Xaaj^ и Кармана [Д] » в упругой зоне ~>тог тензор удовлетво-

удовлетворяем уравнению Эйлера, которое в данном случае садится к дет •

ференщальному уравнению
*

+ОЦЬО (п.з.16)

и к краевому условию (если границы области Q v упругой зоны

лмеют общ^'Ю частью

T.V =^; (ШЗЛ7)

здесь V - внешняя нормаль к dG % 1&у - вектор напряжений, дей-

отвунхцше на "элементарную, площадку" грсницы 9G • В силу резуль-

результатов той же. статьи [ij Хаара и Кармана, в шшетичегчой зоне

тензор Т удовлетворяет условию шюсгтчности Сен-Бена a (IX.I.9).

Таким образом, а упругой зона тщ оиставлящлх тетзора Т

улов^1етворшот системе т^ех диффереяциальнг^ ураваении (П.Зв9)и

(IX,3.16); как известно, если Т удовлетворяет этой системе»то

можно найги такой вектор смещений, что соответствующий тонзор

деформацхгй вместе с тензором X удовлетворяет уравнениям зако-

закона Гука.
В пластической зоне тензор Т удовлетворяет оистеме трох
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уравнений (IX.3.9) и (ХХЛ.9). Этот тензор буь-т решает» плоеную

задачу уцруго-пласткч^с эго состою <ия, если в пластической зол*,

существует вектор смещений, который удовлетворяет урьиюеьляй
AХЛЛ0-11) и вместе со своей производной по времена непрерыв-

непрерывно перехода в вектор упругих смещений при переходе через общую

границу упругой и пластической зон (ом.Соболев [ДЗ )• Можно ука-
указать про- тое доо/гаточж з условие, при котором последнее требо-
ж me выполнено, так что принцип Хаара-Кармана приводи-J? к

нию плоской задачи упруго-пластического состояния. Это

если данные задачи не зависят от времени,» Ь эх л случае

напряженийt а такяе вектор смещений в упругой 'юые не завися-

от времвияг на границе раздела зон упругости г\ шгастичкостк «f:

тор ckoj ^чУгей с^эщентдй равен нулю. Но тогда мошо удо^етго»*^1

уравнениям (IX.I.IG-П), положив Beicro]: скоростей смешений О'

тождественно равным кулю в пластический зоне»
... __ _ .

. Что касается вектора смешений в пластической зоне, то он

определяется из -уравнений Сен-Взнана и его можно пидокнить тол

ко двум трч>оованиям: он непрерывно переходит в вектор упругих,

омещений на общей границе оЗеюс зон; он пе зав^ат от времени,

Заметим,, что высказанные здесь сиоб>ажеш1Я в полно!: мере

относятся и к трехмерной зада**", упру^о-гшаошчеокогс
§ 4),

6°. а заключена данного шра!прафа заметив следушег^ Ik*

луяорма AХ.ЗЛ1) не явллегсл непрерывно дифференцируеь1 %. ц

иострсениз приближенного А
зше^щя наталкивается на некотооне.

трудноотть Можно упростить задачу, эамениз полунорму (U.,3,XI
оледувдей |Т|

■

;
а йераввнсгьо IV'-^11! ^t^ - неравенством

p
В фс^;^уд0 (IXo*I6} р доотаточяо

о^евииво, новаг полунорш! пеи^е^«виэ

у
0 » Так ка; Иг d| р 4 ill • !l! , т^ мвоквотзо Mf гтв суср

не цуса-с «Л0Л321Ж0 Jk'. ^лее» очевидно, qf тожк&?ш М
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лае. Допаяем, что оно замкнуто i лорме I'L . Цгст* (V,v}c 'Ц
* последовательность сводящаяся в у по;., шутей ноше (формула
(ТХ«3,8)) к некоторому тензору \JQ , Тогда |ft"^f# и^н—•*$
в L^(G ) , где

Положим еще fa-u44 «f 5 » тогда в

Отспяа втекает существование такси по; последовательности

{VnJ » яте те же бсотяошениА ( US.22)дяя atoll подаоследова-

Тбльисстк уполнястоя печ^и воюду bG IIo теореме ^эту (ом.,
мер, 'Вулих [IJ )

вире

Это ч.ийвчает, что V0C Чр и, следоватальнс, м- >жество

замкнуто.

А1№лот тно '«ож"о упростить задачи § 2 и § 4 (о^.ниже).

5 4. Т ^хчврная заяача

1°. !^усть известит векторы % - сГ емяых и ^ - поверх-

ностйн> -дал, действующих на упруго-пласт геокуг ")оеду( кото-

которая занимает конечную область & а. ;хмерног\, проигран ^ва.
г

нзор напряжений удовлетворяет л Л дифференциальному урав-
уравнению

а на границе этой обласч.. - краевому ;vjiobkd

T.y[dfi = ^;
*

(I. .4.2)

V - внешняя норма к °Q �

'
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Вели г*<* среда находится в упругом состоянии, то гад
'

принципу Каотильяно тензорТ сообщаем минимально значение

функционалу -

\\
п

на множестве тензоре , удовл^во^ шцюс уравнег'ям (IX.4.I*

2* через fy ^боз- чева иятенсивноо'и*> ка* дельта на'-аженяй*

Применяй принцип Хаара-Кармаяа, будем считать, что тензор на-

напряжений в упруго~пл ,тичеоком состоянии сообщает шшимаЛА,-

нсз значе^яе функционалу UX,4,3) на шехастве тензоров» ко*»

срые удрвлетворяют, кроме утешений ( Ь,4Л-2)Г еще и нет-

венству Ш.1«23)«

2°. Только-чтс а\а улировс.луо одкоотороннюю ^ риациоа-

кую задачу преобразуем к сбычнсиу виду. £фимем» что тё^^ор

напра-ений квадратично суммируем в Л • На мн^естве таких

теязо^в введем нср*у

m! - j'ii UjS^wуv43«W
Q

и С-)значим пол генное т^ким образ^^ гильбертово проопвя^
во через Н • '''Делим множаотво Н алакинтов at зтравотаа| г'
которые удовлетворяют одиопо-чым уравнениям

^чтТ -О, Ту|й-л. (ix.4.5) :

Г к доказано в книге автора [3] Н &г-ть подпространотво в
■

Н • Ортогональное к Н поддроотранотво обстоит из ^нзоров

уп^гюс напря>.«ияй: это значлт, т » е<уг ТеН©Н» '^оТ удов-

удовлетворяет уравнениям (ГХ.4.1-2) при подхедящеи чыберо векто-

векторов ^ и %у и существует так
"

вектор смещений U= Ищ.
Utj,Ux), что

к .п. Здесь A a jti - постоянные Ляме для р сматриваемей
гпругой о-еды.

Ц/ся~ ^
- тензор напряжений, А.с чадий для сОласти fi

залечу теогг/ ynf.yr.-зта при заданных U и fe^ ; есстав^дацке

этого текэо]« mcrr r-y.:;v* ^ хх » ^л-.> *, .. f £w . Ясно,
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что <|еН ЭН � Положив Т а V -$ , мы сведем вариационную за-*!

дач$ п. 1° к следующей: . ;]

Как обычно» задача *Н,4.6) неразрешима,

она разрешима единственным образом, если 9f-<Jv ; нераарошима

или шеет неустойчивое решение, еода. 9£~Х • Будем считать,
ч^о 3&<J(> • Тогда сущеотгув^такой ?8Hsop VocH , ,4Tof|l(ji!!<

IV-31 °~ IVi +Ifli " iV;-V^i;+ 1§IJ i аамен!тв обозначение

на \/f »»и при^лдем задачз^ (IX.4,6) к виду

-,--
-- Д пущение, 'аналогичное то&$у? которое бшю цринято

анализ пло кой задачи: тенгор упругих кагрйк^ний Ц устой-
устойчив , метриках 0 a (IX.4.4) сгнооите^ьно малик воэмушегиИ

вендоров U и Ьу и оолаотн A . Тогда (ор, и. 3° § 2) относи-

относительно тех ле возмущений уг.тойчи? и тензор ^ • Повторив paooj- •

ждечия :иЗ° § 2S шд убад^ййся, что рдоевод ^ражыешой задачи уи-'-
руг-о-шасткчеокого сос?сяш:я устойч'гво о^оойтаяъяо пвречио.лвн-« ?

ннх внше малых возлвущекий, а и-кжа отйоси.-ельно малых возщщ^ ;|
Н*^Й ШОФОЯВНО^ ЕШСТЕГЧВОСТЙ JC* ^

3°„ Легко ; 5е.^атьоя, что общая оценка шгр^»ноотг ацщюк- |
сгмахия (Лй.2#П!» зерна для задачи настоящего параграф,; если

if —-ло'«шое. вспенив этой звщчр а Г^ ** gs при'Лкяакно^'ре-

полученнсе заменой ирооч^яотва Н его зконечниьарв ^

- 4
верш z обшат одепка зогоец*носта нска«е№? (УШ.6. о

-. зекявчевие о*те?1Ш icesoi'op э районы, в которых
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следуютоя вариационные неравенства, относящкесг к задачам уп~

руго-шшотяческого ооотоягия, В работе [I] Гаевокйй рассмотрел

две задачи упруго-пластического оостояшш: о плоском напряжен-

напряженном состояв ги и о кручении пилиндричеокого стержня; обе задачи

исследованы в ваоигационяой постановив ддя случая однссвязной

области- Каждая из этих задач сведена к уравнению с оператором»

удовлетворяющим условию теоремы Браудера о неподвижной то^ше*

Лангенб^х [ 2] получил аналогичный результат дал трехмерной за-

задачи. Оценки устойчивости олл решений некоторых вариацао41Кых

неравенств дал Еаевский tSJ ; з качеотве примера им рассмотре-

рассмотрено, в частности, прямолинейное теч ние тязко-пластическсй жид-

жидкости е тр>бе. Б работе [4] того же авюра принып Хаара-К&р-
мана иопользуется i рамках теории пластичности
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S.G.Mikhlin

of numeric*! processes

fhlu book cie^lo with a sufficiently wide class of problems

of the xram^rlcbl mathematios and Vie numerical processes leediar

to the construction ^f f-e solution of *» jiven problem. $he

sources of the errors related with theee processes are investi-

investigated under the a£rumptlon that the given problem is posed exact-

exactly. $he author thinks that In many oases there are exactly four

sources of errcrs: approximation error, resulting from the chan-

change of the gi\an probl*»» by а ьзи almpxified problam; dis^ort^on

«r?or wHlch is cnueoted with the fact that the data of the simp-
simplified probx*. а адо alculated ft: tb. soae errors; algorithm error»

whioh arise In -the oaaes when the algorithm, iu>ed for solve the

simplified problem^, givee оДу an approximate solution after

0 finite icumber Of steps; round-off ^rror, wHoh arise becquse
if tfcp errors of the f ilfilsient of th. Sustxuctitms of the теза-'

tloued el&.z>ttbmc Betlma^es of all these errors are^lr-»n for a

wide Qlaee of niJHuricaX prooeseeat

Шъ Ъсok ooateina 9 ch&pterc7The Oh&pter I contain^ the

of tto© problem aiiu tho inv* itlgatlon of two slapler

Bxxors of l&afjar ausaQrioal proceseer are inrestiga-

la fie Oh&pt. IX-V1 алй the @rrd*;e of n<?n«llaear опез are

la the Ohapt. V1X-XZ,
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ОД 5Х9.&

Погрешнос** одчшгдитедькшс процессов. Михдин С.Г.

Институт прикладной м&темаг"ш тденя ак$д. И.Н.Веета

Тбилисского государственного университета, 1983, с. 260.

В книге рассма?р&в&е¥ол довольно широкий класс задач

bl шыштельноВ шлет mm » вычислительный процессы, кото-

которые приводят к построению jnl лпш данной гадачи» аналкэх~

гтигся историки погрешностей и -ленива" "-ел самые погреш-

кости в предположении! что данная задача по^тавлен* «очно,

Как кажется автору,
м

весь&~ многих случаях оуществует

Точно четыре источника псгрешмосп ; погрешностг алпроксн-

рцнк, дрокстек&ххцая от замены данной зедаФ дг *гой9 упро-

денной еядачбй; погрешность мокахания, оаяэанш: i с тем,и о

^шные упрощенной задач» вьмясля*угся неточно; погрешность

Алгоритма, возникающая а тех елучалх ногде алгопитм, при-

мвненль^ для решение упрощенной задача дает после т I-

кого числа шагов г<ш приближенное ев решение! погрешность
■ фугленил, возникещая из-за того» что предписания упомя-

упомянутого алгоритма вьшолняются неточно* Для широкого круга
вччислктелькых процессов даны оценки всех перечисленных

погрешностей.
Кнмга осдержит 9 глав. Б главе I дана поотановк проб-

ты икс ед^^аны два более прос ж примера. В главах П~У1

исоледатп-оя погрешности линейньос вычислительных процессов,
в главах УП~1Х тот л^ вопрос и ^дедуется длп недк ейных

процессов,

Кшсга содержит расгфвннсе иалохв&ш докладов* сделан-
сделанных автором в Институте прикдаднс" матекатжк* хыени акаде»

И.Н.В«хуа в 1982 году.
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